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  مقدمه
ترین دروس رشته مهندسی عمران است که در کنکور کارشناسی ارشد این رشته نیز  ها از اصلی درس تحلیل سازه

سسه پارسه تهیه شده است براي این درس در ؤرو که به سفارش م در مجموعه پیش. باشد  دروس امتحانی میءجز
هاي  ام خلاصه درس، منتخبی از تستفصول جداگانه، خلاصه درس و نکات کلیدي مطرح شده و پس از اتم

لف، استاندارد و نزدیک به سوالات کنکور ؤهاي گذشته آورده شده است که به نظر م هاي پارسه در سال آزمون
اند از  هاي تست موجود بحث شده هاي کنکور کارشناسی ارشد در همه کتاب از آنجا که تست. هاي قبل هستند سال

هاي مطرح شده براي همه دانشجویان، جدید باشد و  دداري شده است تا هم تستنها در این مجموعه خو آوردن آ
د قضاوتی در مورد کیفیت نشان کمک کند و هم اینکه دانشجویان بتوان بتواند به آنها در سنجش صحیح سطح علمی

هاي پایانی مانده به کنکور  رود که این مجموعه بتواند در هفته میامید . سسه پارسه داشته باشندؤهاي م آزمون
بندي مناسب به دانشجویان بدهد و با ارائه نکات مهم مباحث مختلف، آنها را براي کنکور ارشد  ارشد، یک جمع

ها در این حجم محدود کار دشواري  سخن آخر اینکه ارائه مجمل درس مفصلی مانند تحلیل سازه. آماده سازد
باشد، لذا از  لف در تدریس این درس، احتمالاً عاري از کاستی نمیؤساله م بوده است که علیرغم تجربه ده

  .شود با نظرات سازنده خود به بهبود این مجموعه یاري کنند دانشجویان عزیز تقاضا می

  با آرزوي موفقیت
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در جدول ذیل دروس به سرفصلهاي مهم آن طبقه بندي شده و مشخص شده است که در هر سال از هر مبحث چند تست سوال 
  .شده است و دانشجوي محترم می تواند زمان باقیمانده تا کنکور را با توجه به اهمیت مباحث مدیریت نماید

تحليل سازه ها          :     درسدسي عمران  مهن:           رشته
۱۳۸۵۱۳۸۶۱۳۸۷۱۳۸۸۱۳۸۹

مبحث رديف
تعداد تست تعداد تست تعداد تست تعداد تست تعداد تست

 ۵مجموع 
سال

نسبت از 
کل

1 
پایداري و ناپایداري ، معینی و 

 %12 11 1 1 3 3 3 نامعینی

 %0 0 0 0 0 0 0ایستایی سازه هاي سه بعدي 2

 %12 11 0 4 6 1 0هاي معین تعیین نیروهاي سازه 3

 %0 0 0 0 0 0 0رسم نمودار خمش و برش 4

 %4 4 0 0 1 2 1رسم خط تاثیر تیرها 5

 %2 2 0 0 0 1 1رسم خط تاثیر خرپاها 6

 %0 0 0 0 0 0 0رسم خط تاثیر تیرهاي پانل دار 7

 %0 0 0 0 0 0 0رسم خط تاثیر قابها 8

 %7 6 1 1 0 2 2کاربرد خط تاثیر 9

10 
محاسبه تغییر شکل خمشی به روش 

 %0 0 0 0 0 لنگر سطح

11 
محاسبه تغییر شکل خمشی به روش 

 %3 3 0 1 0 1 1 تیر مزدوج

12 
محاسبه تغییر شکل خمشی به روش 

 %3 3 0 3 0 0 0 انتگرال گیري

 %1 1 0 0 0 0 1یانوقضیه کاستل 13

 %0 0 0 0 0 0 0قضیه بتی ماکسول 14

 %24 22 3 4 4 5 6انرژي و محاسبه تغییر شکل 15

 %2 2 0 1 1 0 0روش کار حقیقی 16

 %7 6 2 1 0 1 2روش کار مجازي 17

18 
بررسی سازه هاي نامعین متقارن و پاد 

 %3 3 1 0 1 0 1 متقارن

 %16 14 2 4 2 4 2اروش سازگاري تغییر مکان ه 19

 %1 1 0 0 1 0 0روش پخش لنگر 20

21 
بررسی سازه هاي نامعین به روش 

 %1 1 0 0 1 0 0 شیب افت

 %100 90 10 20 20 20 20جمع

saze118.co
cm

saze118.com



: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

ها  داري سازهپايداري و ناپاي
براي اين سازه معادلات . خارجي نسبت به زمين ساكن بمانددانيم كه تحت اثر يك بارگذاري  يك سازه مسطح را وقتي در حال تعادل مي

  : شود تعادل در حالت استاندارد آن به صورت دو معادله تعادل نيرويي و يك معادله تعادل لنگر نوشته مي
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  : دو حالت خاص براي تعادل وجود دارد
بايستي همراستا، مختلف الجهت و از لحاظ مقدار ، اين نيروها 2F و 1Fنيروهاي براي تعادل عضو دو نيرويي تحت اثر : روييـ عضو دو ني۱

  .مساوي باشند

  : دو حالت وجود دارد 3F و 1F ، 2Fنيروهاي ادل عضو سه نيرويي تحت اثر براي تع: سه نيروييـ عضو ۲
 بايستي برابر 3F و 1F ، 2Fهاي افقي و قائم نيروهاي  در اين حالت برآيند مؤلفه.  در يك نقطه همرس باشند3F و 1F ، 2Fنيروهاي ) الف

  : كند ها اين تعادل را ارضا مي صفر باشد كه قانون سينوس
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تحليل سازه ٢  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

 فاصله بين نيروهاي ،در اين حالت علاوه بر اينكه برآيند نيروها بايستي صفر شود.  با يكديگر موازي باشند3F و 1F ، 2Fنيروهاي ) ب
  :  كندكه تعادل لنگر را برقرارموازي بايستي به صورتي باشد 

1 2 3

1 1 2 2

F F F
F d F d

+ =
 =

توضيح . گيرد كه صحيح نيست شود و به جاي يكديگر مورد استفاده قرار مي گاهي اوقات مفاهيم تعادل و پايداري معادل يكديگر دانسته مي
به عبارت ديگر . رح نيستكند، حال آنكه در پايداري بحث بارگذاري مط مفهوم تعادل تحت اثر يك بارگذاري مشخص معنا پيدا ميآنكه 

يك سازه وقتي پايدار است كه تحت اثر هر بارگذاري دلخواه روي سازه . استپايداري يك مفهوم عام است و تعادل بخشي از پايداري 
  . معادلات تعادل آن برقرار شود

  انواع ناپايداري
مانند (سازه براي برقراري معادلات تعادل كفايت نكند ) هاي گاه تكيه(آيد كه قيود  اين ناپايداري زماني به وجود مي: ناپايداري ايستايي) ۱

نحوه شناسايي سريع اين نوع ناپايداري، درجه نامعيني است كه در ). شود  برقرار نميB حول BC لنگر  تعادلسازه زير كه در آن معادله
  . ي منفي استهاي ناپايدار ايستاي مبحث بعدي مورد بررسي قرار گرفته است، درجه نامعيني سازه

ترين مثال براي  متداول. شود در اين نوع ناپايداري شرايط داخلي سازه مانع از برقراري معادلات تعادل مي: ناپايداري هندسي داخلي) ۲
قائم با اعمال يك نيرويي كه داراي مؤلفه قائم است تعادل نيروها در راستاي . ناپايداري هندسي داخلي، سه مفصل داخلي پشت سرهم است

  . شود  برقرار نميBدر مفصل 

ناپايداري هندسي خارجي براي سازه زماني به وجود . هاي سازه است گاه هندسه خارجي سازه همان تكيه: ناپايداري هندسي خارجي) ۳
  ).هاي زير سازه(ز يك نقطه بگذرند ا باشند و يا همگي موازيگاهي همگي  هاي تكيه العمل آيد كه عكس مي

اي از سازه كه  در اين روش با پيدا كردن يك بارگذاري در نقطه. توان از روش بار آزمايشي استفاده كرد ها مي براي بررسي ناپايداري سازه
 همانطور كه ناپايداري هندسي داخلي سازه داراي سه مفصل داخلي پشت(شود  شود، ناپايداري ثابت مي معادلات تعادل براي آن برقرار نمي

يكي از . شود و اين روش براي نشان دادن ناپايداري سازه مفيد است البته با روش بار آزمايشي پايداري ثابت نمي). تشريح شدهم سر
شود بدون اعمال بارگذاري خارجي روي خرپا،  در روش بار صفر تلاش مي. هاي بررسي پايداري و ناپايداري خرپاها روش بار صفر است روش

چنانچه حتي يك عضو را بتوان يافت كه در غياب بارگذاري خارجي . راي نيروي اعضاي داخلي خرپا پيدا شودتركيب متعادل غيرصفر ب
كه در غياب بارگذاري خارجي نيروي همه اعضاي داخلي صفر شود، خرپا پايدار  داراي نيروي غير صفر باشد، خرپا ناپايدار است و در صورتي

  . ت اثر بارگذاري قرار ندارد هيچ نيرو و تنشي نبايستي در آن به وجود بيايدطوركلي وقتي يك سازه پايدار تح به. است
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  ٣  ها پايداري و ناپايداري سازه

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

جسم صلب جسمي است كه داراي  .ها استفاده از قوانين تركيب اجسام صلب است ترين روش براي بررسي پايداري و ناپايداري سازه متداول
گاهي شرط لازم براي  اي يك جسم صلب داشتن سه قيد تكيه بر.باشد و فواصل نقاط آن از يكديگر ثابت است تغيير شكل داخلي نمي

جسم صلب بايستي توسط سه . باشد گاهي نيز شرط كافي براي تعادل مي هاي تكيه العمل تعادل است، همرس نبودن و موازي نبودن عكس
گاهي  سه قيد تكيه. ار شودپايداري هندسي خارجي آن برقر اگاهي كه موازي و همرس نيستند به زمين متصل شده باشد ت د تكيهقي

) ۳شكل (گاه غلتكي  و يا سه تكيه) ۲شكل (گاه غلتكي  گاه مفصلي و يك تكيه ، يك تكيه)۱شكل (گاه گيردار  تواند در قالب يك تكيه مي
اه غلتكي از گ تكيهالعمل  گاه غلتكي استفاده شود شرط پايداري آن است كه عكس گاه مفصلي و يك تكيه كه از يك تكيه يتدر حال. باشد
العمل سه   عكس كهگاه غلتكي باشد شرط پايداري آن است گاهي به صورت سه تكيه كه قيود تكيه يتگاه مفصلي نگذرد و در حال تكيه
  . گاه در يك نقطه همرس نباشند و موازي نيز نباشند تكيه

  )۱(شكل   ) ۲(شكل   )۳(شكل 

ها را با سه عضو دو نيرويي و يا يك مفصل و يك عضو دو نيرويي مطابق  آن توان  بد مياگر تعداد اجسام صلب از يك به دو افزايش يا
و يا همرس در با يكديگر موازي  اول آن است كه سه عضو دو نيرويي سازهشرط پايداري داخلي در . هاي زير به يكديگر متصل كرد شكل

چنانچه دو عضو صلب اين گونه به طور مناسب به .  مفصل مشترك نگذرد دوم بايستي امتداد عضو دو نيرويي ازسازهنباشند و در يك نقطه 
س گاهي كه موازي و همر يكديگر متصل شده باشند و جسم صلب واحدي را تشكيل بدهند، اين مجموعه بايستي توسط سه قيد تكيه

  . پايداري هندسي خارجي آن نيز برقرار شود انيستند به زمين متصل شده باشد ت

  )۱ (شكل  )۲ (شكل

گاه يا بين دو  تواند در تكيه مفصل حقيقي، مفصلي است كه واقعاً وجود دارد و مي. قبل از ادامه بحث بايستي مفصل موهومي تعريف شود
گاه غلتكي و يا در محل برخورد دو عضو دو   دو تكيههاي العمل جسم صلب نمود پيدا كند ولي مفصل موهومي در محل برخورد عكس

  ) هاي زير شكل(شود  ف مينيرويي تعري

  )۱(شكل   )۲(     شكل 
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تحليل سازه ٤  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

  . نگذردگاه غلتكي از مفصل موهومي  العمل تكيه ها شرط پايداري آن است كه امتداد عضو دو نيرويي و يا عكس در اين شكل
در اين صورت ز دو عضو دو نيرويي و يا يك مفصل استفاده شود كه ممكن است در اتصال بين دو جسم صلب به جاي سه عضو دو نيرويي ا

  . گاهي استفاده شود گاهي از چهار قيد تكيه گاهي اضافه شود و به جاي سه قيد تكيه بايستي يك قيد به قيود تكيه

  ۱شكل   ۲شكل   ۳شكل   ۴شكل 

  .  نگذردB از مفصل مشترك Cگاه  العمل تكيه  شرط پايداري آن است كه امتداد عكس۱در شكل 
  .  در يك امتداد واقع نباشندC و B و Aهاي   شرط پايداري آن است كه مفصل۲در شكل 
 شرط پايداري ۴در شكل . نباشند در يك امتداد واقع O و مفصل موهومي B و Aهاي حقيقي   شرط پايداري آن است كه مفصل۳در شكل 
  .  در يك امتداد واقع نباشند2O و 1Oي هاي موهوم  و مفصلC مفصل حقيقي  كهآن است

گاه مفصلي به زمين متصل شود دو  چنانچه براي اتصال دو جسم صلب از دو عضو دو نيرويي موازي استفاده شود و مجموعه توسط دو تكيه
  : تآيد كه در ادامه بررسي شده اس حالت خاص و مهم پيش مي

  )۱(شكل   )۲(شكل 
در اين حالت مفصل موهومي متناظر دو . گاهي را به يكديگر وصل كنيم موازي اعضاي دو نيرويي است هاي تكيه اگر مفصل) ۱(در شكل 

هاي  د مفصلامتدا) ۲( در شكل .افتد و سازه ناپايدار است گاهي مي هاي تكيه نهايت روي امتداد خط واصل بين مفصل عضو دو نيرويي در بي
  . پايدار استافتد و سازه  گاهي نمي هاي تكيه گاهي موازي اعضاي دو نيرويي نيست و مفصل موهومي روي امتداد خط واصل بين مفصل تكيه

 عضو دو نيرويي چنانچه مطابق شكل زير بين هر دو جسم صلب دو عضو دو نيرويي موازي داشته 6در اتصال سه جسم صلب به يكديگر با 
. شود كه مجموعه ناپايداري هندسي داخلي دارد ثابت ميباشيم 

نامند كه سازه از اين نقاط مطمئن  در بحث پايداري و ناپايداري، هر نقطه از زمين و يا هر نقطه از يك سازه پايدار را نقطه مطمئن مي
  . تواند گسترش پيدا كند مي
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: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

  درجه نامعيني
سازي كنيم درجه نامعيني سازه برابر است با تعداد مجهولات دستگاه معادله  ستگاه معادله رياضي شبيه د يكاگر تحليل يك سازه را با حل

توان  گاهي يا نيروها و لنگرهاي داخلي است كه نمي هاي تكيه العمل درجه نامعيني تعداد مجهولات سازه اعم از عكس. منهاي تعداد معادلات
 و Nها  تعداد كل گره ، Mبا فرض اينكه سازه خرپا باشد چنانچه تعداد اعضاي خرپا، . ك به دست آوردها را با استفاده از معادلات استاتي آن

   :آيد  مي مسطح و خرپاي فضايي از روابط زير به دستي باشد درجه نامعيني خرپاRگاهي برابر  هاي تكيه العمل  عكستعداد
.D.I)خرپاي مسطح(  M R 2N= + −  

.D.I)خرپاي فضايي( M R 3N= + −  
شود و تعداد  هاي سازه به يك مرجع فرضي وصل مي گاه در اين روش تكيه. مسطح روش حلقه استبهترين روش تعيين درجه نامعيني قاب 

 باشد درجه نامعيني سازه Cو تعداد معادلات شرطي برابر  Nهاي ايجاد شده برابر  اگر تعداد حلقه. شود هاي ايجاد شده شمارش مي حلقه
  : است بابرابر

D.I. 3N C= −

ها به ترتيب لنگر خمشي،   واحد است چون در اين مفصل1معادلات شرطي براي مفصل خمشي، مفصل برشي و مفصل محوري برابر تعداد 
)لات شرطي دوتاست نيروي برشي و نيروي محوري آزاد شده است ولي در غلتك تعداد معاد )C  چون هم لنگر خمشي و هم نيروي =2

C تعداد معادلات شرطي برابر ، عضو به يكديگر متصل شده باشندmاگر در يك مفصل خمشي . اند محوري آزاد شده m 1=   . باشد  مي−
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تحليل سازه ٦  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

گاهي كه آزاد شده است   تكيههاي گاه غيرگيردار به تعداد مؤلفه  تكيه هر بايستي برايباشد و هاي گيردار مي گاه تكيهفرض روش حلقه  پيش
 معادله 2 و 1 ، 1بايستي  ترتيب هگاه گيردار غلتكي، مفصلي و غلتكي ب بنابراين براي تكيه.  در نظر گرفت(C)و وجود ندارد، معادله شرطي 

ها در نهايت به  آنتوان فنرها را از سازه حذف كرد و به تعداد  ا انتقالي باشد ميچنانچه سازه داراي فنرهاي پيچشي ي. شرطي درنظر گرفت
در فنر انتقالي نيروي محوري و در فنر پيچشي لنگر مجهول (درجه نامعيني سازه اضافه كرد چون هر فنر معادل يك درجه نامعيني است 

كند ولي اگر تحت  ه است، بدين معنا كه اگر تحت كشش باشد كار مياما داراي عملكرد دوگانكابل مانند يك عضو دو نيرويي است ). است
ها  شود كه كابل  اينطور فرض مي گوياحاكم استكند و از سازه قابل حذف است ولي با توجه به روندي كه بر كنكور  فشار باشد كار نمي

كنيم و در نهايت به   از سازه حذف مي راها ت همه كابلاي كه داراي كابل اس  سازهيبنابراين در تعيين درجه نامعين. كنند همواره كار مي
  . كنيم ها به درجه نامعيني سازه اضافه مي تعداد آن

توان فرض كرد  نامعيني سازه از روش حلقه ميچنانچه در سازه مسطح تعدادي از بادبندها از روي يكديگر رد شده باشند براي تعيين درجه 
وجود دارد ) جمعاً سه مؤلفه(اند، يك نيروي افقي و يك نيروي قائم و يك لنگر  رد شدهاز روي يكديگر  هر دو بادبند كه  برخوردكه در محل

در پايان بايستي به ازاي اين فرض، سه درجه از درجه نامعيني كسر كرد و يا يك حلقه از . اتصال دارندو بدين ترتيب دو بادبند به يكديگر 
  ). باشد ادل سه درجه نامعيني ميچون هر حلقه مع(ها كم كرد  تعداد حلقه

 بين دو ،هاي داخلي گاه كنند ولي تكيه  سازه را به زمين متصل مي،هاي خارجي گاه تكيه. خارجي و داخلي: ندهاي سازه بر دو نوع گاه تكيه
شوند و براي  يهاي خارجي به مرجع فرضي وصل م گاه  تكيهحلقه صرفاًبايستي توجه داشت كه در روش . اند قسمت سازه واقع شده

  . شود نوشته مي (C)هاي داخلي فقط معادله شرطي  گاه تكيه
است و اگر ) و استاتيكزاي(ني سازه صفر باشد سازه معين ي سازه منفي باشد سازه ناپايدار ايستايي است، اگر درجه نامعياگر درجه نامعين
تي توجه داشت معيني يا نامعيني سازه دليلي بر پايداري سازه بايس. است) هيپراستاتيك(سازه مثبت باشد سازه نامعين درجه نامعيني 

  . نيست و در اين حالات پايداري سازه بايستي به طور جداگانه مورد بررسي قرار گيرد
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: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

  هاي معين و نمودارهاي برش و لنگر خمشي تحليل سازه
كل سازه و يا قسمتي از سازه با نوشتن معادلات تعادل براي . يك سازه معين با استفاده از معادلات تعادل استاتيكي قابل تحليل است

. شود آيد كه با حل آن دستگاه، سازه تحليل مي  مجهول به دست ميn معادله، nيك دستگاه ) چنانچه سازه داراي معادله شرطي باشد(
: دهد به صورت زير است ميالماني كه مقادير مثبت قراردادي را براي نيروي محوري، برش و لنگر خمشي در سازه نشان 

نيروي . كه كششي باشد مثبت و در صورتي كه فشاري باشد منفي است شود نيروي محوري در صورتي با توجه به المان فوق نتيجه مي
لنگر خمشي نيز اگر تارهاي فوقاني را به فشار . كه موجب چرخش ساعتگرد شود مثبت و در غير اين صورت منفي است برشي در صورتي

)بين لنگر خمشي . بيندازد مثبت و در غير اين صورت منفي است )M x و برش ( )V x و بار گسترده ( )q xدارد  روابط زير وجود :  
( ) ( ) ( )

dM x dVV x , q x
dx dx

= = −

)قابل ذكر است كه بار گسترده  )q xكه به طرف بالا باشد منفي در نظر گرفته   در صورتي كه به طرف پايين باشد مثبت و در صورتي
  : برش و لنگر خمشي بايستي مدنظر قرار گيرد در زير آورده شده استنكات مهمي كه در رسم نمودارهاي . شود مي
در آن قسمت از سازه لنگر خمشي به باشد و  با محور تير ميـ در قسمتي از سازه كه باري وجود ندارد برش ثابت است و خطي موازي ۱

  . كند صورت خطي تغيير مي
اگر جهت بار متمركز به طرف پايين باشد پرش برابر با مؤلفه . كند در نمودار برش، پرش داريم كز اثر مياي كه يك بار متمر ـ در نقطه۲

بالا  قائم اين بار متمركز به طرف  ار متمركز به طرف بالا باشد پرش برابر با مؤلفهپايين خواهد بود و اگر جهت بقائم اين بار متمركز به طرف 
كند و آن نقطه داراي دو شيب است كه تفاضل  در نمودار لنگر در نقطه اعمال بار متمركز شيب نمودار لنگر خمشي تغيير مي. خواهد بود

  .  آن نقطهها برابر است با مؤلفه قائم نيروي متمركز اعمال شده در شيب
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تحليل سازه ٨  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

كند و شيب ثابتي دارد و در آن قسمت از سازه  ـ در قسمتي از سازه كه بار گسترده يكنواخت وجود دارد برش به صورت خطي تغيير مي۳
  .كند تغيير مي) ۲درجه (گشتاور خمشي به صورت سهمي 

ود و چنانچه در اين نقطه نيروي برشي از مقدار آيند كه برش برابر صفر ش مم در محلي به وجود ميـ گشتاورهاي خمشي ماكزيمم و ميني۴
مثبت در سمت چپ نقطه برش صفر به مقدار منفي در سمت راست اين نقطه تغيير كرده باشد گشتاور خمشي ماكزيمم است و در غير 

  . اين صورت مينيمم است
لنگر متمركز ساعتگرد باشد پرش برابر با مقدار لنگر اگر جهت . رش داريمنگر، پكند در نمودار ل كز اثر مياي كه يك لنگر متمر ـ در نقطه۵

  . متمركز به طرف بالا خواهد بود و اگر جهت لنگر متمركز پاد ساعتگرد باشد برش برابر با مقدار لنگر متمركز به طرف پايين خواهد بود
ي ماكزيمم در زير بار متمركزي اتفاق كند و لنگر خمش اثر بارهاي متمركز نمودار لنگر به صورت خطي تغيير ميـ در يك سازه تحت ۶

  . افتد كه در زير آن بار برش تغيير علامت دهد مي
  :  داريمb و aبار گسترده بين دو نقطه  برابر است با مساحت زير نمودار b و aهاي نمودار برش بين دو نقطه دو نقطه  ـ تفاوت در عرض۷

( )b

a

x
b a x

V V q x dx− = −∫
 ي بار متمركزb و aها نام دارد و به شرطي قابل استفاده است كه بين دو نقطه   از فرمول فوق روش جمع مساحتمحاسبه برش با استفاده

  . اثر نكرده باشد
  : داريمو  b و a برابر است با مساحت زير نمودار برش بين دو نقطه b و aهاي نمودار لنگر خمشي بين دو نقطه  ـ تفاوت در عرض۸

( )b

a

x
b a x

M M V x dx− = ∫
 لنگر b و aها نام دارد و به شرطي قابل استفاده است كه بين دو نقطه  حتامحاسبه لنگر با استفاده از فرمول فوق نيز روش جمع مس

  . متمركزي اثر نكرده باشد

)با توجه به رابطه (باشند   نمودار تغيير شكل خمشي سازه ميـ نقاط لنگر صفر همان نقاط عطف۹ ) ( )M x
y x

EI
′′ = (

  : كند ـ جهت تقعر نمودار لنگر خمشي را جهت بار گسترده تعيين مي۱۰

( )
2

2
d M d dM dV q x

dx dx dxdx
 = = = − 
 

اگر جهت بار گسترده به طرف پايين باشد جهت تقعر نمودار لنگر خمشي نيز به طرف پايين خواهد بود و اگر جهت بار گسترده به طرف 
  . نيز به طرف بالا خواهد بودبالا باشد جهت تقعر نمودار لنگر خمشي 

n باشد برش از درجه n بر سازه از درجه هـ اگر بار گسترده وارد۱۱ n ، لنگر از درجه +1 n، شيب از درجه  +2  و منحني تغيير مكان +3
nاز درجه    . خواهد بود +4

ـ در يك سازه معين داراي فنر پيچشي يا انتقالي سختي اين فنرهاي پيچشي يا انتقالي هيچ تأثيري در نمودارهاي برش و لنگر خمشي ۱۲
  . شود استاتيك وارد نميآيد و سختي فنرها در معادلات  سازه ندارند چون تحليل يك سازه معين از استاتيك به دست مي

هاي برش و لنگر  برابر شود نمودارn بارگذاري مستقيم مشخص چنانچه صلبيت خمشي همه اجزاي سازه  يكت اثرـ در يك سازه تح۱۳

1كنند ولي خيز و شيب هر نقطه از سازه جديد نسبت به سازه اوليه   نمييخمشي سازه هيچ تغيير
n

1Δشود   برابر مي ,θ
EI

 ∝ 
 

اين . 

  . لب ربطي به درجه نامعيني سازه ندارد و براي سازه معين و نامعين هر دو صحيح استمط
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: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

  خرپا
  : اي است كه خرپا سازه

  . تمام اتصالات آن مفصلي است) ۱
  . كند ها اثر مي متمركز در محل مفصلبارگذاري به صورت نيروهاي ) ۲
  .صل مشترك همرس هستنداعضاء مستقيم هستند و محور مركزي اعضاء در مف) ۳
  . نظر كردن است ها قابل صرف وزن عضو در مقايسه با نيروي خارجي وارد بر مفصل) ۴

با توجه اينكه فقط از خرپاي مسطح معين انتظار . تواند معين يا نامعين باشد از نگاه ديگر خرپا مي. ي باشدتواند مسطح و يا فضاي خرپا مي
  . ليل آن در اينجا مورد توجه قرار گرفته استخرپاي معين و تحرود  طرح سؤال مي

شود و با اضافه كردن متوالي  خرپاي ساده از يك مثلث پايه شروع مي. شود بندي مي خرپاي معين به سه نوع ساده، مركب و بغرنج تقسيم
ايستي در دو عضو و يك مفصلي كه براي اينكه ناپايداري داخلي در اين نوع خرپا ايجاد نشود ب. كند دو عضو و يك مفصل، گسترش پيدا مي

  ) اعضاء در امتداد يكديگر نباشند( مفصل پشت سرهم پيش نيايد ۳شود حالت  اضافه مي

خرپاي مركب از تركيب دو پا چند . گاهي غيرموازي و غيرهمرس است تكيهالعمل  عكس ۳ شرط پايداري خارجي خرپاي ساده داشتن
توانند توسط سه عضو خرپايي كه موازي نباشند و در يك نقطه نيز همرس نباشند با  ده ميدو خرپاي سا. شود خرپاي ساده ساخته مي

يك عضو خرپايي ايجاد تواند توسط يك مفصل مشترك و  يب ميهمچنين اين ترك. يكديگر تركيب شوند و يك خرپاي مركب توليد كنند
. شود به شرطي كه امتداد عضو خرپايي از مفصل مشترك نگذرد
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تحليل سازه ١٠  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

شود و البته مدنظر طراحان براي  عيني كه ساده و مركب نباشد خرپاي بغرنج است كه براي تحليل آن از روش هنبرگ استفاده ميخرپاي م
  . باشد كنكور كارشناسي ارشد نمي

عادل در در روش مفصل در هر مفصل خرپا معادلات ت. توان از روش مفصل و يا مقطع استفاده كرد براي تحليل خرپاي ساده و يا مركب مي
شود كه قابل   مجهول حاصل ميn معادله، nشود كه با توجه به معين بودن خرپا در نهايت يك دستگاه  راستاهاي افقي و قائم نوشته مي

  . حل است
 گير است و ثانياً خروجي  چون اولاً بسيار وقت،باشد دهد ولي براي كنكور به هيچ وجه مناسب نمي ب ميااين روش هرچند كه هميشه جو

).  يك عضو خرپا مدنظر است محوريدر سؤالات كنكور از اين بخش فقط نيروي(گاه مدنظر نيست  آن تحليل كامل خرپا است كه هيچ
سپس . شود در اين روش با زدن مقطعي قسمتي از خرپا از بقيه خرپا جدا مي. باشد روش مناسب براي تحليل خرپاي معين روش مقطع مي

ا نوشتن معادله تعادل نيرو در يك راستاي مناسب براي قسمت جدا شده نيروي ير حول يك نقطه مناسب و با نوشتن معادله تعادل لنگ
  . آيد نظر به دست مي عضو مورد

توجه به نكات زير در تعيين اعضاي . نامند ممكن است نيروي بعضي از اعضاي خرپا برابر صفر باشد كه اين اعضا را اعضاي صفر نيرويي مي
  : رپا سودمند استصفر نيرويي خ

اگر دوعضو خرپايي در يك مفصل به يكديگر متصل شده باشند چنانچه دو عضو در يك امتداد نباشند و در مفصل مشترك نيز نيرويي ) ۱
  .صفر نيرويي هستندوارد نشود هر دو عضو 

ضو در يك امتداد باشد ولي عضو سوم در اگر سه عضو خرپايي در يك مفصل به يكديگر متصل شده باشند چنانچه دو عضو از اين سه ع) ۲
  .امتداد بقيه نباشد و بر مفصل مشترك نيز نيرويي وارد نشود عضوي كه در امتداد بقيه نيست، صفر نيرويي است

ا تغيير فاصله دو گره نسبت به يكديگر مدنظر باشد كه يممكن است در يك خرپا تغيير مكان يك گره يا چرخش يك عضو خرپا 
 عضوي خواسته شده باشد بايستي يك نيروي n گرهي از يك خرپاي ناگر تغيير مكا. ت بايستي از روش كار مجازي استفاده كردصور دراين

  :كار مجازي استفاده كردنظر بر آن گره وارد كرد و از معادله  واحد مجازي در جهت مورد
n n n

i i i
R i i i i i i

i ii 1 i 1 i 1

N n
1 W n T n

A E
= = =

× ∆ + = + α ∆ + δ∑ ∑ ∑ 

گاهي ناشي از بار واحد مجازي در نشست  تكيهالعمل  باشد كه از ضرب عكس گاهي مي  كار مجازي ناشي از نشست تكيهRWدر رابطه فوق 
. باشد صورت منفي مي العمل نظير آن نشست باشد كار مربوطه مثبت و در غير اين اگر جهت نشست در جهت عكس. آيد حقيقي بدست مي

  :اند طه فوق در زير تعريف شدهساير پارامترهاي مورد استفاده در راب
iN : نيروي عضوiام ناشي از بارگذاري حقيقي  
in : نيروي عضوiام ناشي از بارگذاري مجازي  
iT∆ : تغير دماي عضوiبه صورت كاهش درجه حرارت باشد منفي درنظر گرفته ام كه اگر به صورت افزايش درجه حرارت باشد مثبت و اگر 

  .شود مي
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  ١١  خرپا

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

iδ : خطاي ساخت عضوiشود ام كه اگر عضو بلندتر ساخته شده باشد، مثبت و اگر عضو كوتاهتر ساخته شده باشد، منفي درنظر گرفته مي.  
نظر در جهت نيروي واحد مجازي اعمال شده  دهد كه تغيير مكان گره مورد وق مثبت باشد نشان مي بدست آمده از رابطه ف∆چنانچه 

  .است
شود كه اگر خرپا داراي بارگذاري خارجي نيز هست ابتدا تحت اثر بار واحد مجازي تحليل شود و سپس تحت اثر بارگذاري  توصيه مي

شوند كه در نتيجه نيازي نيست  مجازي بسياري از اعضاي خرپا صفر نيرويي ميتحت اثر بار واحد خارجي خود تحليل شود چون معمولاً 
  .حقيقي بدست آيدتحت اثر بارگذاري ء نيروي اين اعضا

1مساوي الجهت و  توان مطابق شكل نيروهاي مجازي مختلف مدنظر باشد مي چرخش عضوي از خرپا به طول اگر 


 را عمود بر اين عضو 

1 ترمدر اين صورت . خرپايي اعمال كرد φ× 1 جايگزين ترم Δ×شود و محاسبه يك مقدار مثبت براي   در رابطه كار مجازي ميφ نشان 
  .  اعمال شده چرخيده استدهد كه عضو موردنظر در جهت كوپل واحد مي

مطابق شكل زير بارگذاري مجازي را به صورت دو نيروي واحد نظر باشد بايستي  مد) j و iهاي  مثلاً گره(چنانچه تغيير فاصله دو گره خرپا 
j ترمدر اين صورت . كنند، انتخاب كرد بر خرپا اثر مي j و iهاي  دور شونده كه در گره / i1 Δ× 1 ترم جايگزين Δ× در رابطه كار مجازي 

j اسبه يك مقدار مثبت برايشود و مح مي / i∆ هاي  دهد كه گره نشان ميi و jاند  از يكديگر دور شده.  
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: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

  خط تأثير
العمل  تواند عكس اين پارامتر مي. دهد  شدن بار واحد قائم به ما مياجابجخط تأثير نموداري است كه تغييرات يك پارامتر سازه را با 

لنگر خمشي در نقطه مشخصي از سازه باشد و چنانچه سازه به صورت خرپا باشد، نيروي محوري عضو مشخصي از گاهي، برش و يا  تكيه
  : شوند، ارائه شده است ازي اثبات ميوط تأثير كه با استفاده از كار مج رسم خطقواعددر ادامه . خرپا باشد

  گاهي العمل تكيه قاعده رسم خط تأثير عكس
 جابجاگاه را به ميزان واحد به سمت بالا  كنيم و محل تكيه گاهي مربوطه را حذف مي قيد تكيهگاهي  العمل تكيه براي رسم خط تأثير عكس

با توجه به اين قاعده خط تأثير . گاه موردنظر است العمل تكيه كند بيانگر خط تأثير عكس تغيير شكلي كه سازه پيدا مي. كنيم مي
  .  تير زير رسم شده استB و Aهاي  گاه هاي قائم تكيه العمل عكس

گاهي در يك سازه،  هاي قائم تكيه العمل شود كه مجموع خطوط تأثير عكس با توجه به تعادل نيروها در راستاي قائم نتيجه مي  : نكته
.  كلي است و ربطي به معين بودن سازه يا نامعيني آن نداردمطلباين . مستطيلي با عرض واحد است
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  ١٣  خط تأثير

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

  قاعده رسم خط تأثير لنگر خمشي
كنيم، سپس بدون اينكه اجازه تغيير مكان نسبي   موردنظر را مفصل خمشي مي محل،براي رسم خط تأثير لنگر خمشي در يك نقطه

با توجه به . كند بيانگر خط تأثير لنگر خمشي محل موردنظر است  ميشكلي كه سازه پيداتغيير . كنيم نسبي واحد ايجاد ميبدهيم چرخش 
  .  رسم شده استCاين قاعده خط تأثير لنگر خمشي نقطه 

  .خط تأثير لنگر خمشي در مفصل خمشي برابر صفر است  : نكته

 چپ و اگر در محل مفصل برشي خط تأثير لنگر خمشي رسم شود  در محل مفصل برشي نيازي به تغيير مكان يكسان در  : نكته
. راست مفصل برشي نيست و تغيير مكان نسبي خواهيم داشت

شود كه شيب  خط تأثير در چپ  اي از سازه مفصل برشي وجود داشته باشد در كليه خطوط تأثير آن سازه ديده مي اگر در نقطه  : نكته
 آن مورد هم خط به جز يك مورد و)  واحد است1چون درجه آزادي چرخشي مفصل برشي (و راست مفصل برشي يكسان است 

تأثير لنگر خمشي در همان محل مفصل برشي است چون در اين حالت ما خودمان محل مفصل برشي را مفصل خمشي كرده و به 
. كنيم ميزان واحد تغيير شيب ايجاد مي

  ر برشيقاعده رسم خط تأث
 اينكه اجازه چرخش نسبي بدهيم تغيير مكان كنيم، سپس بدون  محل موردنظر را مفصل برشي مي،طهبراي رسم خط تأثير برش در يك نق

با توجه به اين قاعده خط تأثير . كند بيانگر خط تأثير برش محل موردنظر است تغيير شكلي كه سازه پيدا مي. كنيم نسبي واحد ايجاد مي
  .  رسم شده استCبرش نقطه 
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تحليل سازه ١٤  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

1 و همواره برابر است به  خط تأثير مستقل از مكان گره موردنظر استنموداردر خط تأثير برش شيب   : نكته
−


بنابراين اگر نمودار . 
. آيد اي از يك تير داده شده باشد چنانچه شيب آن را معكوس و قرينه كنيم طول تير به دست مي خط تأثير برش نقطه

نتهايي سمت چپ است ولي خط تأثير گاه ا العمل تكيه گاه انتهايي سمت چپ سازه همان خط تأثير عكس خط تأثير برش در تكيه  : نكته
لب كلي كه براي ااين مط. گاه انتهايي سمت راست است هيل تكالعم  تأثير عكس سمت راست سازه قرينه خط انتهاييگاه  تكيهبرش در
كز گاه انتهايي ماكزيمم شود بار متمر دهد كه براي آنكه برش يك تكيه حيح است نشان مياي چه معين و چه نامعين ص هر سازه

. گاه قرار گيرد بايستي در محل آن تكيه

. اگر در محل مفصل خمشي خط تأثير برش رسم شود شيب خط تأثير در چپ و راست مفصل خمشي برابر نخواهد بود  : نكته

 ميانيگاه  گاه كناري برش چپ و راست معنا ندارد چون سازه فقط از يك طرف امتداد دارد ولي در محل يك تكيه  تكيه يكدر محل  : نكته
گاه مدنظر است و يا برش چپ  ز هر دو طرف آن سازه ادامه دارد بايستي طراح دقيقاً مشخص كند كه برش راست تكيهكه ا
گاه مياني برابر است با خط  گاه مياني از خط تأثير برش چپ تكيه در اين حالت همواره تفاضل خط تأثير برش راست تكيه. گاه تكيه

. گاه مياني العمل آن تكيه تأثير عكس
ها مستقل از   بارگذاري مقادير برش و لنگر خمشي و نمودارهاي آناثركه سازه معين داراي فنرهاي پيچشي يا انتقالي باشد تحت  در صورتي

شود اين است كه اگر سازه معين داراي  فوق حاصل مينتيجه مهمي كه از مطالب . مقادير سختي فنرهاي پيچشي و انتقالي سازه است
نهايت ميل داد و سپس در سازه جديدي كه حاصل  توان براي سهولت كار سختي اين فنرها را به بي نتقالي باشد ميفنرهاي پيچشي يا ا

. شود اقدام به رسم خط تأثير پارامتر موردنظر نمود مي

) تيرچه(قاعده رسم خط تأثير تير و تيركف 
ه صورت مستقيم بر شاه تير وارد نشده بلكه از طريق مجموعه تيرچه و شود معمولاً بارگذاري ب سازي از يك شاه تير استفاده مي وقتي در پل

  . كند تيركف به شاه تير انتقال پيدا مي

  : كنيم براي رسم خط تأثير پارامتري از تير اصلي به صورت زير عمل مي
كنيم و تغيير  اقدام به رسم خط تأثير پارامتر مربوطه در تير اصلي مي به قواعدي كه گفته شد  ها با توجه به تير كف و تيرچهبدون توجه 

  . آوريم شكل تير اصلي را به دست مي
ها از روي تغيير شكل تغيير اصلي، تغيير شكل  با توجه به تغيير شكل تير اصلي و موقعيت تيرهاي كف و وضعيت تيرچهسپس بايستي 

واضح است كه در محل تير كف تغيير . شده و به عنوان خط تأثير پارامتر مربوطه ارائه گرددمحل اعمال بار واحد است تعيين كه ها  تيرچه
. توان براي رسم خط تأثير تير اصلي استفاده كرد هاي واقع بر تير كف يكسان است كه از اين مطلب مي مكان تير اصلي با تغيير مكان تيرچه

  . كند به صورت خطي تغيير مي) پك پانل (كليه خطوط تأثير تير اصلي در فاصله بين دو تير كف
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  ١٥  خط تأثير

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

  ده رسم خط تأثير نيروي محوري اعضاي خرپاعقا
براي رسم خط تأثير نيروي محوري هر عضو خرپا، آن عضو را از خرپا برداشته و دو گره دو سر عضو را به ميزان واحد به يكديگر نزديك 

. شود، بيانگر شكل خط تأثير نيروي محوري عضو موردنظر است ها اعمال مي هايي از خرپا كه بار واحد بر آن تغيير مكان گره. كنيم مي
 نيست، بدين معنا كه در  جوابگواشان عدادي از خرپاها به علت هندسهبايستي توجه داشت كه اين قاعده همواره صحيح است ولي براي ت

كنيم تشخيص  آن عضو را به ميزان واحد به يكديگر نزديك ميهاي دو سر  داريم و گره بعضي از خرپاها وقتي عضو موردنظر را از خرپا برمي
 و با استفاده از كردبراي اين خرپاها بايستي بار واحد را در دو يا چند گره خاص خرپا اعمال . پذير نيست نحوه تغيير شكل خرپا امكان

مقادير محاسبه شده در حقيقت . ا محاسبه كرده  واحد در هريك از اين گرهرهاي مفصل و مقطع نيروي عضو موردنظر را تحت اثر با روش
از اين مقادير با توجه به خطي بودن شكل خط تأثير، خط تأثير موردنظر رسم  عرض خط تأثير نيروي عضو موردنظر هستند و با استفاده

  . شود مي

  تيرها است و خط تأثيرخط تأثير نيروي محوري اعضاي افقي فوقاني و تحتاني خرپا معمولاً شبيه خط تأثير لنگر خمشي در  : نكته
.  برش در تيرها استنيروي محوري اعضاي قائم و مايل خرپا نيز معمولاً شبيه خط تأثير

.  معين باشد و چه نامعين، كليه خطوط تأثير آن به صورت خطي استخرپا چه  : نكته

  كاربرد خط تأثير
صورت تعدادي بار متمركز باشد بايستي هر بار متمركز را در كه خط تأثير پارامتري داده شده باشد و بارگذاري روي سازه به  در صورتي) ۱

  .ر به دست آمده را با هم جمع كردعرض خط تأثير در محل آن بار ضرب كرد و همه مقادي
 بار گسترده را در سطح زير كه بار گسترده يكنواختي بر سازه اثر كند براي به دست آوردن پارامتر موردنظر بايستي شدت در صورتي) ۲
  . كند، ضرب كرد  گسترده بر سازه اثر ميراي كه با  خط تأثير در فاصلهودارنم

 اين نمودارهاي خط تأثير از جنس طول است ولي هي و برش بدون بعد است و سطح زيرگا العمل تكيه عرض خط تأثير عكس  : نكته
. تخط تأثير لنگر خمشي از جنس طول است و سطح زير نمودار خط تأثير لنگر از جنس سطح اسعرض 

ها درنظر گرفته شود ولي  بار مرده ناشي از وزن سازه است و بنابراين بايستي در همه دهانه. تواند به صورت مرده و يا زنده باشد بارگذاري مي
ا كرد و توان يك بارگذاري را مجز ميفقط در صورتي . ها اعمال كرد هتوان آن را به هر ترتيبي بر دهان بار زنده ناشي از بارگذاري است و مي

. ي زنده باشدرارمجاور آن اعمال كرد كه آن بارگذقسمتي از آن را بر يك دهانه و قسمت ديگر را بر دهانه غي
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: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

  ها تغيير شكل ارتجاعي سازه

  انرژي كرنشي
.  و پيچشي باشدتواند به صورت محوري، برشي، خمشي  انرژي ذخيره شده در سازه ناشي از نغيير شكل سازه است كه مي،انرژي كرنشي

  : اند اين عوامل به ترتيب در رابطه كلي انرژي كرنشي زير آورده شده
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

2 2 2 2F x dx V x dx M x dx T x dx
U

2EA x 2GA x 2EI x 2GJ x
= + + +

′∫ ∫ ∫ ∫
)در رابطه فوق  )F x ، ( )V x ، ( )M x و ( )T xدهند و  برش، لنگر خمشي و لنگر پيچشي سازه را نشان ميوري،  به ترتيب نيروي مح

( )A x′و از ساير ) ترم سوم(باشد   مي عمده انرژي كرنشي مربوط به خمشها معمولاً در تيرها و قاب. باشد  سطح مقطع مؤثر برشي مي
  . شود نظر مي ها صرف ترموجود دارد و از ساير ) اولترم ( محوري يدر خرپاها فقط انرژي كرنش. شود نظر مي ها صرف ترم

در روش كار حقيقي براساس قانون بقاي انرژي، كار خارجي انجام شده توسط بارگذاري با كار داخلي سازه كه همان : روش كار حقيقي
)انرژي كرنشي ذخيره شده در سازه  )Uشود  برابر قرار داده مي است :  

ext intW W U= =

 كار خارجي انجام شده روي سازه است و در صورتي كه بارگذاري به صورت لنگر خمشي متمركز باشد ،سطح زير نمودار بار ـ تغيير مكان
 كار خارجي به هاي فوق گذاري با توجه به رفتار خطي مصالح و سازه براي بار. دهد سطح زير نمودار لنگر ـ چرخش، كار خارجي را به ما مي

1ترتيب برابر  FΔ
2

1و  Mθ
2

. باشد  مي
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  ١٧  ها تغيير شكل ارتجاعي سازه

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

 كار خارجي انجام شده توسط ،چنانچه سازه تحت اثر بارگذاري مركب متشكل از بارهاي متمركز و لنگرهاي خمشي متمركز قرار گيرد
  : بارگذاري برابر است با

m n

i i j j
i 1 j 1

1 1W PΔ M θ
2 2

= =

= +∑ ∑
قابل ذكر است كه . بر سازه اثر كرده است) nM تا 1M( لنگر متمركز nو ) mP تا 1P( بار متمركز mرابطه فرض شده است كه اين در 
ام ناشي از jچرخش گره  jθو ) iPنه فقط ناشي از بار متمركز (ام ناشي از جميع بارها و لنگرها i تغيير مكان گره ∆iين رابطه در ا

  .باشد مي) jMنه فقط ناشي از لنگر متمركز (لنگرها جميع بارها و 

  روش كار مجازي
كار مجازي عبارتست از كار انجام شده توسط يك نيروي حقيقي طي يك جابجايي مجازي و يا كار انجام شده توسط يك نيروي مجازي 

  .طي يك جابجايي حقيقي
 بارگذاري مجازي اعمال شود و يا جابجايي مجازي سازگار با قيود ،ه بر يك سازه در حال تعادلكند كه چنانچ اصل كار مجازي بيان مي

  .سازه داده شود در اين صورت كار مجازي خارجي با كار مجازي داخلي برابر خواهد بود
 بخش خط تأثير استفاده از روش جابجايي مجازي در. شود روش كار مجازي به دو بخش جابجايي مجازي و بارگذاري مجازي تقسيم مي

چنانچه تغيير مكان . شود شود و از روش بارگذاري مجازي در اين فصل براي محاسبه خيز و شيب نقاط مورد نظر سازه استفاده مي مي
د اي از سازه مدنظر باش اي از سازه مدنظر باشد بايستي بار واحد مجازي در آن نقطه بر سازه اعمال شود و چنانچه چرخش نقطه نقطه

ها معمولاً از اثر تغيير شكل محوري، برشي و  باتوجه به اينكه در تيرها و قاب. بايستي لنگر واحد مجازي در آن نقطه بر سازه اعمال شود
  .باشد صورت زير مي  رابطه كار مجازي به شود، شود و فقط تغيير شكل خمشي در نظر گرفته مي پوشي مي پيچشي چشم

( ) ( )M x m x dx1
1 EI
×∆ 

= ×θ  ∫
)در رابطه فوق  )M x و ( )m xچنانچه هر دو نمودار لنگر . باشد ترتيب نمودار لنگر خمشي سازه ناشي از بارگذاري حقيقي و مجازي مي  به

)خمشي  )M x و ( )m xداريم ، طي باشندصورت خ  مطابق شكل زير به :  
( ) ( )

1 1 2 2 1 2 2 1
M x m x dx L 2M m 2M m M m M m

EI 6EI
 = + + + ∫
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تحليل سازه ١٨  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

  :حالات خاص رابطه فوق عبارتند از
  :ضرب مستطيل در مستطيل) ۱

( ) ( )M x m x dx M mL
EI EI

=∫
  :مثلث در مستطيلضرب ) ۲

( ) ( )M x m x dx M mL
EI 2EI

=∫
  ):فاز حالت هم(ضرب مثلث در مثلث ) ۳

( ) ( )M x m x dx M mL
EI 3EI

=∫
  ):فاز حالت غيرهم(ضرب مثلث در مثلث ) ۴

( ) ( )M x m x dx M mL
EI 6EI

=∫
)چنانچه از نمودارهاي لنگر خمشي  )m x و ( )M xاستفاده توان از قاعده مور ، ميصورت غيرخطي باشد صورت خطي و ديگري به  يكي به 

  :كرد

( ) ( ) M GA mM x m x dx
EI EI

×
=∫

) سطح زير نمودار لنگر غيرخطي MAدر رابطه فوق  )M x است و Gm مقدار لنگر در نمودار لنگر خطي ( )m x در محل مركز سطح 
)نمودار لنگر  غيرخطي  )M xاست .  

  :باشد صورت زير مي  به،تعميم رابطه كار مجازي در حالتي كه خمش غالب است و سازه داراي فنرهاي پيچشي و انتقالي است
( ) ( ) m n

i i is is

i isi 1 i 1

M mM x m x dx1 F f
1 EI K K

θ θ

θ= =

×∆ 
= + + ×θ 

∑ ∑∫
  :الي است و داريمقت فنر انn فنر پيچشي و mدر رابطه فوق فرض شده است كه سازه داراي 

i:M θ لنگر فنر پيچشي iام ناشي از بارگذاري حقيقي  

i:m θ لنگر فنر پيچشي iام ناشي از بارگذاري مجازي  

is:Fيروي فنر انتقالي  نiام ناشي از بارگذاري حقيقي  
is:f نيروي فنر انتقالي iام ناشي از بارگذاري مجازي  
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  ١٩  ها تغيير شكل ارتجاعي سازه

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

  قضاياي كاستيليانو
  :دارنداي برخور  قضاياي اول و دوم كاستيليانو از اهميت ويژه،هاي انرژي در روش

هاي مختلف سازه نوشته شود مشتق انرژي  صورت تابعي از تغيير مكان و چرخش گره اگر انرژي كرنشي سازه به: قضيه اول كاستيليانو
گره اعمال شده است و مشتق انرژي آن كرنشي سازه نسبت به تغيير مكان هر گره برابر است با نيرويي كه در آن گره در جهت تغيير مكان 

  .گره برابر است با لنگري كه در آن گره در جهت چرخش آن گره اعمال شده استهر  نسبت به چرخش كرنشي سازه

( )i i i i
i i

U UU U , F , M∂ ∂
= ∆ θ → = =

∂ ∆ ∂ θ

هاي مختلف سازه نوشته شود مشتق انرژي كرنشي سازه  صورت تابعي از نيرو و لنگر گره اگر انرژي كرنشي سازه به: قضيه دوم كاستيليانو
ره برابر است با تغيير مكان آن گره در جهت نيروي وارده به آن و مشتق انرژي كرنشي سازه نسبت به لنگر هر گره نسبت به نيروي هر گ

  :برابر است با چرخش آن گره در جهت لنگر وارده به آن

( )i i i i
i i

U UU U F ,M ,
F M

∂ ∂
= → = ∆ = θ

∂ ∂

هاي غيرخطي  ه اول كاستيليانو براي سازههاي خطي ارتجاعي قابل استفاده است ولي قضي قضيه دوم كاستيليانو فقط براي سازه  : نكته
ها امكان جمع آثار  هاي غيرخطي كه در آن به بيان ديگر قضيه اول كاستيليانو براي سازه. كه ارتجاعي باشند نيز صحيح است

.باشد وجود ندارد قابل استفاده مي

  يتحليل سازه نامعين با استفاده از روش سازگار
توان با حذف يك يا چند قيد به يك سازه  هر سازه نامعيني را مي. باشد ي تحليل يك سازه نامعين مياراين روش يكي از بهترين روشها ب

با نوشتن معادلات سازگاري كه در واقع همان معادلات يكسان بودن . شود معين و پايدار تبديل نمود كه اين سازه، سازه اوليه ناميده مي
هاي زير ضروري  براي استفاده از اين روش، حفظ كردن فرمول. شود ست، سازه تحليل ميشرايط هندسي در سازه اوليه و سازه جديد ا

  .باشد  ميEIها   و صلبيت خمشي آنLدر روابط تيرهاي پايه طول تيرها . است

3 2

B B
PL PL1) ,
3EI 2EI

∆ = θ =

2

B B
ML ML2) ,
2EI EI

∆ = θ =

4 3

B B
qL qL3) ,
8EI 6EI

∆ = θ =
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تحليل سازه ٢٠  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

( ) ( )2 2

C A B
Pab L b Pab L aPa b4) , ,

3EIL 6EIL 6EIL
+ +

∆ = θ = θ =

3 2

C A B
L P L PLa b ,
2 48EI 16EI

= = →∆ = θ = θ    حالت خاص: =

3 3 2 2 2 2

C A B C2 2 3
Pa b P ab P a b 2Pa b5) ,M ,M ,M
3EIL L L L

∆ = = = =

3

C A B C
L P L PLa b ,M M M
2 192EI 8

= = →∆ = = =   حالت خاص : =

4 3

C A B
5qL qL6) ,
384EI 24EI

∆ = θ = θ =

4 2 2

C A B C
qL qL qL7) ,M M ,M

384EI 12 24
∆ = = = =

2

C A B
ML ML ML8) , ,
16EI 3EI 6EI

∆ = θ = θ =

2

C C A B
ML ML9) ,M M,
8EI 2EI

∆ = = θ = θ =

C C A B
ML10) 0,M 0,
6EI

∆ = = θ = θ =

M(Aجهت با  هم( B
ML M11) ,M
4EI 2

θ = =

2

A B
ML ML12) ,
EI 2EI

θ = ∆ =

  

2 3

A B
PL PL13) ,
2EI 3EI

θ = ∆ =

3

A B B
PL PL14) M M ,
2 12EI

= = ∆ =

A

saze118.co
cm

saze118.com



  ٢١  ها تغيير شكل ارتجاعي سازه

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

  روش تير مزدوج

هاي يك تير تحت اثر بارگذاري حقيقي به مسأله تعيين برش و لنگر خمشـي تيـر مـزدوج  ها و تغيير مكان     در اين روش مسأله تعيين شيب     
دار لنگـر در روش تير مزدوج بايستي مزدوج تير از روي تير اصلي تعيين شود و سپس نمو               . شود  متناظر آن تحت اثر بار الاستيك تبديل مي       

)خمشي تير تحت اثر بارگذاري حقيقي    )( )M x بر صلبيت خمشي تير ( )EI تقسيم شود و اين بار الاستيك M
EI

صورت بار گسترده بـر    به

 است با نيروي برشي در همان نقطه از سازه مـزدوج و تغييـر ر براب شيب هر نقطه از سازه تحت اثر بارگذاري حقيقي        . تير مزدوج اعمال شود   

.مكان هر نقطه از سازه تحت اثر بارگذاري حقيقي برابر است با لنگر خمشي در همان نقطه از سازه مزدوج

)بار الاستيك از جنس نيرو يا نيروي گسترده يا لنگر متمركز نيست بلكه از جنس عكس طول   : نكته )1L−باشد  مي.

 محاسبه ،هرچند كه روش تير مزدوج براي كليه تيرها با هر بارگذاري دلخواهي قابل استفاده است ولي در حالت خاصي كه هدف  : نكته
 ،باتوجه به اين كه در محل تغيير مكان ماكزيمم. حل است محل و مقدار تغيير مكان ماكزيمم باشد روش تير مزدوج بهترين راه

دست آورد و مقدار لنگر خمشي در اين  توان براي تعيين مكان خيز ماكزيمم، محل برش صفر را به ت ميشيب برابر صفر اس
.دهد نقطه نيز تغيير مكان ماكزيمم را به ما مي

  :صورت زير نشان داد توان به ها و يا شرايط داخلي را از تير اصلي به تير مزدوج مي گاه تبديل تكيه
  )گيردار( انتهاي ثابت ↔ـ انتهاي آزاد ۱

   انتهاي ساده↔  ـ انتهاي ساده۲

   مفصل داخلي↔  گاه داخلي ـ تكيه۳

  گاه مفصلي داخلي  تكيه↔  گاه مفصلي داخلي ـ تكيه۴

  كيگاه گيردار غلت  تكيه↔  كييردار غلتگاه گ ـ تكيه۵

 ممان متمركز در محل مفصل برشي در ←  ـ مفصل برشي در تير اصلي۶
  تير مزدوج
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تحليل سازه ٢٢  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

  ي ـ ماكسولقضيه دوجانبه بت

  : حالت زير بيان شود۳تواند در قالب  مياي از اصل كار مجازي  عنوان نتيجه ي ـ ماكسول بهتبقضيه دوجانبه 
 از B چنانچه نيروي واحد در نقطه ، باشد∆ برابر B از سازه اثر كند و تغيير مكان نقطه A اگر نيروي واحد در نقطه  :حالت نيرو ـ نيرو) ۱

  . خواهد بود∆ همان Aهمان سازه اثر كند، تغيير مكان نقطه 

  .گيري تغيير مكان در هر يك از نقاط با جهت اعمال بار واحد در آن نقاط يكسان است  جهت اندازهفوقهاي  در شكل
 از همان B نقطه  چنانچه لنگر واحد در، باشدθ برابر B از سازه اثر كند و چرخش نقطه Aاگر لنگر واحد در نقطه : حالت لنگر ـ لنگر) ۲

  . خواهد بودθ همان Aسازه اثر كند، چرخش نقطه 

 از همان B چنانچه لنگر واحد در نقطه ، باشدθ برابر B  از سازه اثر كند و چرخش نقطه Aاگر نيروي واحد در نقطه : حالت نيرو ـ لنگر) ۳
∆ است كه ∆ برابر Aير مكان نقطه يغ ت سازه اثر كند، =θخواهد بود .  

در قضيه دوجانبه . قه طراحان استتوجه و علا بيشتر از حالات اول و دوم مورد) حالت نيرو ـ لنگر(بايستي توجه داشت كه حالت سوم 
ها در جواب نهايي  ها يكسان نباشد بايستي نسبت صلبيت خمشي سازه چه صلبيت خمشي سازهچنان. ها يكسان هستند ـ ماكسول سازه يتب

ي ـ ماكسول استفاده يكسان هستند و از قضيه دوجانبه بتها  كنيم صلبيت خمشي سازه بدين صورت كه در ابتدا فرض مي  لحاظ گردد،
 :كنيم ، استفاده ميبه آن اشاره شد» نمودارهاي برش و لنگر خمشي و معينهاي  سازهتحليل «كنيم و سپس از قاعده زير كه در مبحث  مي

 برابر شود خيز و شيب هر نقطه از سازه جديد نسبت nدر يك سازه تحت اثر بارگذاري مشخص چنانچه صلبيت خمشي همه اجزاي سازه 

1به سازه اوليه 
n

,1شود   برابر مي
EI

 ∆ θ∝ 
 

.  

ير مكان بايستي توجه داشت كه واحد تغي) حالت نيرو ـ لنگر(ي ـ ماكسول در حالت سوم  صورت استفاده از قضيه دوجانبه بتدر  : نكته
) بدين معنا كه اگر لنگر خمشي برحسب تن متر ،مانند واحد طول در لنگر اعمال شده باشد )t.mي تغيير مكان كه  است بايست

. به متر تبديل شود،متر داده شده باشد متر يا سانتي ممكن است برحسب ميلي
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  ٢٣  ها تغيير شكل ارتجاعي سازه

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

5اگر تحت اثر لنگر  : مثال t.mگاه   در تكيهA 3، وسط تير اولmm،2 تحت اثر نيروي قائم   تغيير مكان يابد t،شيب   در وسط تير دوم 
 چقدر خواهد بود؟Aگاه  تكيه

۱ (43 10 rad−×  

۲ (44 10 rad−×  

۳ (46 10 rad−×  

۴ (412 10 rad−×  

5جاي لنگر  شود كه اگر به ميها نتيجه   به خطي بودن سازهباتوجه t.m 1، لنگرt.mگاه   در تكيهA در تير اول اعمال شود تغيير مكان وسط 

3تير  mm
5

3 است كه معادل با  40.6 10 6 10 m− −× =  در وسط 1tسول اگر نيروي قائم  ماك ـيباتوجه به قضيه دو جانبه بت. باشد  مي×

46 برابر خواهد بود با Aگاه  تير اول اثر كند شيب تكيه 10 2، نيروي قائم 1tاگر به جاي نيروي قائم .  راديان×− t در وسط تير اول اثر 
)شود   دو برابر ميAگاه   تكيهكند شيب )412 10 rad−× . اگر صلبيت خمشي تير دوم نيزEI 412 بود جواب تست 10 rad−×بود ولي  مي

EIباتوجه به اينكه صلبيت خمشي تير دوم سه برابر تير اول است پس جواب حاصل را بايستي در  1
3EI 3

شود   ضرب كرد كه نتيجه مي=

44 در تير دوم برابر است با Aگاه  شيب تكيه 10 rad−×) گزينه دوم(.  
ي ـ ماكسول و استفاده از تناسب، درصورتي كه صلبيت خمشي تيرها جاي استفاده از قضيه دوجانبه بت هتوان ب هاي مشابه مي در تست

  :شود صورت زير بيان مي ماً از قانون تقابل كار استفاده كرد كه بهيكسان باشد مستقي
دهد برابر است با كاري   حاصل از بارگذاري دوم انجام مي)ها ها و چرخش جابجايي(براي يك سازه كاري كه بارگذاري اول روي تغيير شكل 

12: دهد اول انجام ميحاصل از بارگذاري ) ها ها و چرخش جابجايي(كه بارگذاري دوم روي تغيير شكل  21W W=  
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: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

  شيب ـ افت
مي يا نيرو در روشهاي نر. شوند بندي مي ي تقسيمهاي سختي يا جابجاي ي نرمي يا نيرو و روشتحليل سازه به دو گروه كلي روشهاهاي  روش

روش سختي شامل شيب ـ افت و . يير مكان و شيب هستندهاي سختي يا جابجايي مجهولات، تغ مجهولات، نيرو و لنگر هستند و در روش
ها، كار حقيقي، كار  ها ازجمله روش سازگاري تغيير شكل باشد و روش نرمي نيز شامل ساير روش پخش لنگر و قضيه اول كاستيليانو مي

هاي  معيني بالا روش سختي و براي سازههاي با درجه نا براي تحليل سازه. باشد مجازي، كار حداقل، تير مزدوج و قضيه دوم كاستيليانو مي
  .تر است با درجه آزادي بالا روش نرمي مناسب

شود، هرچند كه در  پوشي مي  تغيير شكل محوري اعضاء و نه نيروي محوري اعضاء چشميل سازه با روش شيب ـ افت معمولاً ازدر تحل
در روش شيب ـ . شود  نمينظر صرفشود و گاهي اوقات   مينظر صرفهاي مربوط به درجه آزادي گاهي اوقات از تغيير شكل محوري  تست

  .باشند ها كوچكند و مصالح خطي و ارتجاعي مي شود كه تغيير شكل ها فرض مي افت مانند ساير روش
رد و يگ ت آزادي سازه مورد پرسش قرار مي يا تعداد درجا:شود به دو بخش قابل تقسيم است ميهايي كه از مبحث شيب ـ افت مطرح  تست

  .باشد يا تحليل يك سازه با استفاده از معادلات شيب ـ افت مدنظر مي
  درجه آزادي

درجه آزادي . هاي مستقل سازه كه براي تعيين وضعيت سازه مورد نياز است ها و چرخش درجه آزادي سازه برابر است با تعداد تغيير مكان
  :شود ي چرخشي سازه كه در ادامه تشريح ميسازه برابر است با مجموع درجه آزادي انتقالي و درجه آزاد

)درجه آزادي انتقالي سازه ) ۱ )1D: راستا در درون صفحه سازه  اجازه انتقال در دوگاهي در يك سازه مسطح  دانيم كه هر گره غيرتكيه مي
همچنين اگر عضوي در سازه تغيير شكل محوري . ضا را داردرا دارد و چنانچه سازه فضايي باشد اين گره اجازه انتقال در سه راستا در ف

ي سازه برابر هگا هاي غيرتكيه بنابراين اگر تعداد گره. شود اي دو سر خود ميه د يك محدوديت در تغيير مكان گره باعث ايجا،نداشته باشد
Mگاهي سازه برابر  هاي تكيه ، تعداد تغيير مكانNبرابر،نظر شده است ها صرف  و تعداد اعضايي كه از تغيير شكل محوري آن P باشد 

)روابط محاسبه درجات آزادي انتقالي  )1Dباشد صورت زير مي  به:  
1D) سازه فضايي( 3M N P= + 1D )سازه مسطح( ، − 2M N P= + −

saze118.co
cm

saze118.com



  ٢٥  ها تغيير شكل ارتجاعي سازه

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

)ـ درجه آزادي چرخشي ۲ )2D:  در يك سازه مسطح براي هر گره صلب يك درجه آزادي چرخشي و براي هر مفصل خمشي به تعداد
رجه آزادي چرخشي و  ددر يك قاب فضايي براي هر گره صلب سه.  درجه آزادي چرخشي وجود دارد،اند اعضايي كه به يكديگر مفصل شده

  . درجه آزادي چرخشي وجود دارد،اند مشي به تعداد سه برابر اعضايي كه به يكديگر مفصل شدهبراي هر مفصل خ
شوند بايد توجه داشت كه چنانچه يك گره با چند عضو  در محاسبه تعداد اعضاي فاقد تغيير شكل محوري كه از درجات آزادي كل كسر مي

گاه متصل شود اگر دو تا از اين اعضاء در يك امتداد باشند فقط يكي از اين اعضاء به عنوان محدودكننده در نظر  همستقيماً به چند تكي
  .كنند شود، چون هر دو عضو ايجاد يك نوع محدوديت تغيير مكاني براي آن گره مي گرفته مي

داد از اعضاي سازه داراي تغيير شكل محوري هستند چنانچه از مبحث درجه آزادي تستي مطرح شود طراح بايستي مشخص كند كه چه تع
ي چنانچه تستي در مورد درجه آزادي مطرح شود ولي درمورد تغيير شكل محور. ها فاقد تغيير شكل محوري هستند و چه تعداد از آن

شكل محوري هستند ولي  يا قاب است فرض شود همه اعضاء فاقد تغيير  وبي گفته نشود مناسب است كه اگر سازه مورد بررسي تيرلطم
  .اگر سازه مورد بررسي خرپا است فرض شود همه اعضاء داراي تغيير شكل محوري هستند

 در خرپا از تغيير شكل  باشد باتوجه به اينكهNبرابر ي هگا هاي تكيه و تعداد تغيير مكان Mبرابر گاهي  هاي غيرتكيه  اگر تعداد گرهدر خرپا
)شود  محوري اعضاء صرفنظر مي )P   : داريم،=0

2D)خرپاي فضايي( 3M N= 1D) خرپاي مسطح(، + 2M N= +

رخشي در نظر گرفته به عبارت ديگر براي خرپا درجه آزادي چ. درجه آزادي خرپا برابر است با درجه آزادي انتقالي آن  : نكته
اي دو سر آن عضو خرپايي ه سته به درجات آزادي انتقالي گره چون درجه آزادي چرخشي هر عضو خرپا واب،شود نمي
.باشد و پارامتر مستقلي نيست مي

  :اگر قسمتي از سازه صلب باشد براي تعيين درجه آزادي سازه بايستي به موارد زير توجه شود
هاي عضو صلب در محاسبه  گاهي سازه فقط گره اول و آخر عضو صلب در نظر گرفته شود و ساير گره هاي غيرتكيه در محاسبه تعداد گره) ۱

Mلحاظ نگردد .  
براي هيچ گرهي از عضو صلب درجه آزادي چرخشي در نظر گرفته نشود چون كل عضو صلب داراي يك درجه آزادي چرخشي است كه ) ۲

  .هاي اول و آخر عضو صلب است ابسته به درجات آزادي انتقالي گرهآن هم و
 يك عضو در نظر   كل عضو صلب حتي اگر از چندين قسمت تشكيل شده باشد،،در محاسبه تعداد اعضاي فاقد تغيير شكل محوري) ۳

  .گرفته شود
  معادلات شيب ـ افت

ناميم، برحسب   ميbaM و abMترتيب   به راها  كه آنb و aهاي  ل يابد لنگرهاي انتهايي در گرهصورت زير تغيير شك  بهabاگر عضو 
  :شوند  بارگذاري روي عضو نوشته ميچرخش و تغيير مكان نسبي عضو و همچنين

F
ab a b ab

2EI 3M 2 M
L L

∆ = θ + θ − + 
 

F
ba b a ba

2EI 3M 2 M
L L

∆ = θ + θ − + 
 
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تحليل سازه ٢٦  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

abM مفصلي باشد و يا اينكه bاگر انتهاي  baMتوان از رابطة   باشد مي=0 0= ،bθاگر ودست آورد   را برحسب ساير پارامترها به bθ 
  : بگذاريم، خواهيم داشتabMه  در رابطرا

F F
ab a ab ba

3EI 1M M M
L L 2

∆ = θ − + − 
 

  :صورت زير است قرارداد در نظر گرفته شده براي روابط فوق به
هاي  كه در خلاف جهت عقربه  مثبت و درصورتي،هاي ساعت باشد كه درجهت عقربه لنگر خمشي وارده بر انتهاي يك عضو درصورتي) ۱

  . منفي است، باشدساعت
  . منفي است،هاي ساعت باشد كه در خلاف جهت عقربه  مثبت و درصورتي،هاي ساعت باشد كه در جهت عقربه چرخش گره در صورتي) ۲
)تغيير مكان نسبي در راستاي عمود بر عضو ) ۳ هاي ساعت  ربههاي دو سر عضو در جهت عق اصل بين گرهتقيم وكه خط مس  درصورتي∆(

  . منفي است،هاي ساعت دوران كند كه در خلاف جهت عقربه  مثبت و درصورتي،دوران كند
F
abM و F

baM افت لنگرهاي گيرداري ناشي از بارگذاري هستند كه اگر ساعتگرد باشند مثبت و اگر پادساعتگرد باشند  ـ  در روابط شيب 
F لنگرهاي ،تحت اثر بار متمركز در وسط تير و بار گسترده يكنواخت. شوند منفي در نظر گرفته مي

abM و F
baMهاي زير داده   در شكل

  .شده است

2
F
ba

q LM
12

= +  
2

F
ab

q LM
12

= −  
F
ba

PLM
8

= +F
ab

PLM
8

= −

  .باشد گاهي باشد معمولاً بهترين روش تحليل آن روش شيب ـ افت مي چنانچه سازه داراي نشست يا چرخش تكيه

ه در تحليل يك سازه با روش شيب ـ افت چنانچه در يك گره چندين عضو با اتصال صلب به يكديگر متصل شده باشند هموار  : نكته
 0Mچنانچه در اين گره لنگر متمركز ساعتگرد .  نوشتن معادله تعادل لنگر در گره موردنظر است،يكي از معادلات شيب ـ افت

دساعتگرد باشد  و چنانچه لنگر متمركز اعمالي پا+0M اعضاي متصل به گره برابر خواهد بود با هاي مجموع لنگر،اثر كند
.−0M اعضاي متصل به گره برابر خواهد بود با هايمجموع لنگر

  :بندي جمع
شود و اگر تغيير مكان گرهي از خرپا و پادوران عضوي از خرپا  ـ تحليل خرپاي معين با استفاده از روش تركيبي مفصل و مقطع انجام مي۱

  .مجازي استفاده نمودمدنظر باشد بايستي از روش كار 
توان از تيرهاي پايه استفاده نمود ولي  ـ چنانچه تغيير مكان و يا شيب گرهي از يك تير معين و يا يك قاب معين مدنظر باشد معمولاً مي۲

  . كار مجازي استفاده كرد اگر استفاده از تيرهاي پايه موثر نباشد بايستي از روش
  .باشد  قاب نامعين، معمولاً بهترين روش، روش سازگاري و استفاده از روابط تيرهاي پايه ميـ براي تحليل يك تيرنامعين و يا يك۳
محل برش صفر در تير مزدوج مكان خيز . باشد ـ براي محاسبه مكان و مقدار خير ماكزيمم تير، بهترين روش، روش تير مزدوج مي۴

اگر در اين نقطه از سازه مزدوج لنگر خمشي محاسبه . شود شيب صفر ميدهد چون در اين نقطه در سازه اصلي  ماكزيمم تير را به ما مي
  .شود مقدار خيز ماكزيمم در تير اصلي محاسبه شده است

  .باشد گاهي شده است، روش شيب ـ افت مي گاهي و يا چرخش تكيه اي كه دچار نشست تكيه ـ بهترين روش تحليل براي سازه۵

saze118.co
cm

saze118.com



  ٢٧  سوالات

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

  سوالات
باشد؟ هاي زير پايدار و معين مي يك از سازه كدام  ـ 1

۱(  ۲(  

۳(  ۴(  

.  درست است٤گزينه   : حل
ه در  هم كAگاه  واكنش تكيه. باشد ، تك مجهولي ميBگاه  باشند و واكنش تكيه  داراي يك نيرو مي3K و 2Kدر گزينه اول فنرهاي 

 متقارب Dگاهي در نقطة  اين دو واكنش تكيه. كند، داراي يك مجهول در راستاي فنر است مقابل نيروي فنر متصل به آن مقاومت مي
  .اي گزينه اول ناپايدار است باشند و در نتيجه سيستم سازه مي

 هم، از Aگاه   قطع كرده و واكنش تك مجهولي تكيهD، يكديگر را  در نقطه 3K و 2Kدر گزينه دوم هم، نيروي ايجاد شده در فنرهاي 
  .گاهي ناپدار است هاي تكيه العمل  هم به دليل تقارب عكس٢گذرد و لذا سيستم گزينه   ميDنقطه 

  .باشد هارم پايدار و ايزواستاتيك ميسيستم گزينه چ.  سوم، پايدار است ولي يك درجه نامعين است اي در گزينه سازه سيستم

  :خرپاي زير  ـ 2
  . درجه نامعين است2پايدار و ) ۱
  . درجه نامعين است1پايدار و ) ۲
  .پايدار و معين است) ۳
  .ناپايدار است) ۴

. درست است٣گزينه   : حل
خرپاي . سازي كنيم گاه غلطكي شبيه  را با دو تكيهCD و HIتوانيم مطابق شكل زير اعضاي خرپاي   پايدار است ميACHFچون خرپاي 

DEJIكل خرپا پايدار استگاهي كه نه موازي هستند و نه همرس، مهار شده است و بنابراين   توسط سه قيد تكيه.  

M 16 , R 2 1 1 4 , N 10= = + + = =

.D.I.) خرپا معين است( M R 2N 16 4 2 10 0= + − = + − × =
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تحليل سازه ٢٨  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

:خرپاي شكل مقابل  ـ 3
  .پايدار و معين است) ۱
  .پايدار و يك درجه نامعين است) ۲
  .پايدار و دو درجه نامعين است) ۳
  .ناپايدار است) ۴

.  درست است٤گزينه   : حل
.بنابراين ناپايدار است) قيد افقي ندارد(ه با سه قيد موازي به زمين متصل شده خرپاي نشان داده شد

:مطلوبست درجه نامعيني قاب شكل زير  ـ 4
۱ (13

۲ (14

۳ (15

۴ (16

.  درست است٣گزينه   : حل
  .كنيم با استفاده از روش حلقه درجه نامعيني قاب را تعيين مي

( )D.I. 3N C 3 8 1 1 1 2 1 1 2 15= − = × − + + + + + + =

  يني قاب زير كدام است؟درجه نامع  ـ 5
۱ (21  
۲ (23

۳ (24

۴ (25  

saze118.co
cm

saze118.com



  ٢٩  سوالات

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

.  درست است٣گزينه   : حل
 درجه به 2كنيم و به ازاي آنها   ميفنرهاي پيچشي و انتقالي را حذف. كنيم از روش حلقه براي تعيين درجه نامعيني قاب استفاده مي

بين آنها نيروهاي افقي و قائم و (كنيم كه اتصال دارند  در دهانه دوم كه بادبندها اتصال ندارند فرض مي. كنيم درجه نامعيني قاب اضافه مي
  :كنيم ها كسر مي  واحد از تعداد حلقه1و در انتها ) شود يك لنگر خمشي رد و بدل مي

( ) ( )D.I. 3N C 3 12 1 1 1 2 2 1 2 1 1= − = − − + + + + + + +

3 11 11 33 11 22= × − = − =

D.I. 22 2 24= + =

تحـت اثـر . باشند  اند، توسط ميله هاي دو سر ساده نيز به يكديگر مرتبط مي              به يكديگر مفصل شده    B كه در نقطه     BC و   ABدو تير     ـ 6
 چقدر است؟D لنگر خمشي در نقطة  مقدارPبار منفرد 

  صفر) ۱

۲ (7Pa
6

۳ (2Pa
3

۴ (Pa
6

.  درست است٤گزينه   : حل
لة تعادل لنگر را حول نيروهاي مؤثر به اين دو نقطه را نشان داده و معاد.  بگذردG و Bشود تا از مفاصل خمشي  مقطعي در نظر گرفته مي

  البته قبل از آن، با نوشتن معادله تعادل براي كل سيستم، واكنش. آيد  بدست ميGFدر اين حالت نيروي محوري عضو . نويسيم  ميBنقطة 
نيرو را كنيم و سپس اين   را محاسبه ميAG نيروي داخلي عضو Gسپس با تشكيل مثلث نيرويي در گره . ايم  را محاسبه كردهAگاه  تكيه

  .  محاسبه گرددDدر جهت قائم تصوير كرده تا لنگر نقطة 

C A

A

M 0 R 3a P 2a 0

2R P
3

+ = ⇒ × − × =

=

∑O
  

  

saze118.co
cm

saze118.com



تحليل سازه ٣٠  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

B) كششي( GF GF
Pa 2P PM 0 F 1.5a 1.5a 0 F
2 3 3

+ = ⇒ × + − × = ⇒ =∑O  

  : داريمGبا استفاده از مثلث نيروهاي در گره 

AG) فشاري(
AG

P
F P3 F

sin 1 3sin
= ⇒ =

θ θ

 را حساب Dدهيم و لنگر در نقطه   نشان ميAكند را در نقطة   اثر ميAGضو حال نيروي معادل خارجي كه به صورت فشاري براي ع
  .كنيم مي

D D AG

D

D

D

2PM 0 M a F a cos 0
3
2P PaM a cos
3 3sin
2Pa PaM cot , cot 1.5

3 3
2Pa Pa PaM

3 2 6

+ = ⇒ − + θ =

= − × θ
θ

= − θ θ =

= − =

∑O

GF نيروي :حل دوم راه
PF
3

توان  سبه شده و مي محاBV مقدار Aگاه  با توجه به شكل زير با نوشتن تعادل لنگر حول تكيه.  خواهد بود=

  .صورت زير محاسبه كرد  را بهDلنگر در نقطة 

( ) ( )A GF BM 0 Pa F 1.5a V 1.5a 0
+

= ⇒ − + − × =∑O

B
PV
3

= −

( )D
P PaM 0 M 0.5a 0 M
3 6

+
= ⇒ − + × = ⇒ =∑O

 برحسب تن ـ متـر BCط قطعة  در وسFمقدار لنگر خمشي در نقطة . ، مفصل خمشي هستندD,C,Bدر قاب متقارن شكل زير، نقاط   ـ 7
) است1mاي برابر  شعاع قاب دايره(چقدر است؟ 

۱ (2 3 1
3

−

۲ (2 3−

۳ (1  

۴ (3
3
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  ٣١  سوالات

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

. درست است٢گزينه   : حل
. ناميم  ميR را CD و BCبه علت تقارن، دو نيروي موجود در اعضاء . شوند رت مدل مي دو نيرويي هستند و به اين صوCD و BCاعضاء 

  .)شد  نتيجه ميCD و BCبا نوشتن معادله تعادل افقي هم تساوي نيروهاي موجود (

  : داريمCبا نوشتن معادله تعادل قائم در گره 
R R 2ton R 2ton
2 2

+ = ⇒ =

  .شود  محاسبه ميFH بناميم با توجه به شكل مقدار oاگر مركز دايره را 

OF 1m

3OH m
2

3FH 1 m
2

=

=

 
= −  

 

  

.لنگر خمشي به صورت زير قابل محاسبه است

( )3M 2 FH 2 1 2 3 ton .m
2

 
= × = − = −  

 

 بـه ترتيـب از كـدام نقـاط Aگـاه     العمل تكيـه     عكس Cچپ و راست مفصل برشي       در   Pدر قاب زير با اعمال نيروي متمركز قائم           ـ 8

DEABگذرد؟  مي BC CD
2

 = = = = 
 



۱ (G , C

۲ (F , D

۳ (G , F

۴ (F , G  
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تحليل سازه ٣٢  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

. درست است٤گزينه   : حل
گاه  العمل اين تكيه  بايستي افقي باشد چون اگر عكسEگاه  العمل تكيه  اثر كند عكسC در چپ مفصل برشي Pاگر نيروي متمركز قائم 

العمل   و هم عكسPهم نيروي قائم در اين حالت . شود  برقرار نميCDEمؤلفه قائم داشته باشد تعادل نيروها در راستاي قائم براي قسمت 
 هم Aگاه  العمل تكيه شود كه عكس  تعادل لنگر را براي كل قاب بنويسيم، نتيجه ميGگذرند و اگر حول گره   ميG از گره Eگاه  تكيه

 Aگاه  عمل تكيهال  بايستي عكسABC در راست مفصل برشي اثر كند با توجه به تعادل افقي قسمت Pاگر نيروي .  بگذردGبايستي از گره 
  . بگذردFافقي باشد و از گره 

  باشد؟  چقدر ميBدر قاب شكل زير، برش ايجاد شده در گرة   ـ 9
  .برش ايجاد شده به سختي فنر ربط دارد) ۱
۲ (3−

۳ (5
6

−

۴ (13
6

−

. درست است٢گزينه   : حل
گاه   كه متصل به تكيهAنقطه . باشد صفر مي) بدون دوران عضو صلب(هاي عضو صلب اين است كه، تغيير مكان نسبي نقاط  تاز خاصي

 متصل شده Bپس فنر كه به نقطة .  هم، تغيير مكان افقي و قائم وجود نداردBگيردار است، تغيير مكان افقي و قائم ندارد و لذا در نقطة 
گاه  ، تحمل نشده و تمام بار به تكيهDگاه   توسط تكيه3tonبار . شود  داشت و طبيعتاً نيرويي هم در آن ايجاد نمياست، تغيير مكاني نخواهد

  :مطابق شكل داريم. رسد گيردار مي

yF 0 V 3 0 V 3ton+ ↑ = ⇒ + = ⇒ = −∑
.) الاضلاع است  متساويABCمثلث (باشد؟   چقدر ميADدر خرپاي شكل زير، نيروي محوري ميله   ـ 10

1( 5 3 ton
2

 فشاري 

2 (5 3 ton
2

 کششی 

3 (2.5 ton فشاري   
4 (2.5 ton کششی 
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  ٣٣  سوالات

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

. درست است١گزينه   : حل
:  داريمB با گشتاورگيري حول نقطه.  را قطع كندCD و AD و AEهاي  شود تا ميله مقطعي در نظر گرفته مي

B AD
3M 0 F 2 5 2 0

2
+

= ⇒ − × − × × =∑O

AD
5 3F ton
2

−
=  

:   برابر است باCDدر خرپاي شكل زير، نيروي ميله   ـ 11
  صفر  ) 1
2 (1.5 P 
3 (2 P   
4 (2.5 P 

.  درست است٤گزينه   : حل
:  ، داريمAبا لنگري حول نقطه 

A yE yEM 0 R 4L PL PL P 2L 2P 3L 0 R 2.5P
+

= ⇒ × − − − × − × = ⇒ =∑O

)مقطع  )a a− را در شكل فوق براي يافتن نيروي ميله CDكنيم، و با گشتاورگيري حول   انتخاب ميI نيروي ، CDنمائيم  را محاسبه مي .

I CD CDM 0 F L 2.5PL 0 F 2.5P
+

= ⇒ − × + = ⇒ =∑O
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تحليل سازه ٣٤  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

؟  كدام استABنيروي محوري ميله .  قرار گرفته استC و D و Eخرپاي مقابل تحت تأثير نيروهاي متمركز در نقاط   ـ 12
1 (2P فشاري  

2 (P
3

 فشاري 

3 (10P
3

 فشاري 

4 (2P
3

 فشاري 

. درست است٣گزينه   : حل
:  را جدا كنيم، خواهيم داشتFBCاگر خرپاي 

x xF xFF 0 R 2P 0 R 2P
+→

= ⇒ − + = ⇒   )كل خرپا(∑=

D BA BA
2L 10PM 0 2P F L 2PL 0 F
3 3

+
−

= ⇒ − × − × − = ⇒ =∑O

): برابر است باAگاه  العمل افقي تكيه عكس. باشند  ميLدر خرپاي شكل زير، اعضاء داراي طول   ـ 13 )60α = 

صفر ) 1

2 (
P
2

3 (
P 3

2

. باشد ط میبه دلیل نامعین بودن خرپا، نیروي اعضاء به صلبیت محوري آنها مرتب) 4
. درست است٢گزينه   : حل
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  ٣٥  سوالات

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

  : را از خرپا جدا كنيم، خواهيم داشتBCDاگر قطعه 

كنند و   قطع ميO نيرو هم را در 3 نيرو متقارب باشند به دليل تقارن در شكل، 3 نيرويي است و براي تعادل، بايد BCD ،3قطعه 
 Aگاه  العمل افقي نداشته باشد، مؤلفه افقي بار وارده را تكيه ، عكسBگاه  هپس اگر تكي.  در راستاي قائم خواهد بودBگاه  العمل تكيه عكس

  :كند و لذا داريم تحمل مي

x Ax Ax
PF 0 Psin 30 R 0 R
2

+→
= ⇒ − = ⇒ =∑ 

2در خرپاي زير نسبت   ـ 14

1

P
P

) تغيير مكان قائم نداشته باشد؟ O چقدر باشد تا مفصل  )AE const=

۱ (1 2P P cos= θ  
۲ (2 1P P cos= θ  
۳ (2

2 1P P cos= θ  
۴ (2

1 2P P cos= θ  
. درست است٣گزينه   : حل

  : است و داريم1P و 2Pرابر  به ترتيب بOB و OAنيروي اعضاي  :راه حل اول

( ) ( )
21 2

1 2OB OA

PP PcosOB OA , ,
cos AE AE AE cos

×
θ= → = ∆ = ∆ = ∆ = ∆ = =

θ θ


   

2 1 2
2 1 2 1

P P
cos cos P P cos

AE cos AE
∆ = ∆ θ → = × θ → = θ

θ

 
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تحليل سازه ٣٦  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

  : داريمOبا اعمال نيروي واحد قائم در مفصل . كنيم از روش كار مجازي استفاده مي: راه حل دوم

y OA OA
1O: F 0 n sin 1 n

sin
= → θ = → =

θ∑
x OB OA OB OAO: F 0 n n cos 0 n n cos cotg= → + θ = → = − θ = − θ∑

( ) 2i i i 1
0

i i

1PN n P cotg sin cos1 V
A E AE AE

× ×× − θ × θ θ× ∆ = = + =∑


 

2 2 2
1 1 2 12 2

P PLcotg P 0 P 0 P P cos
AE cos cos

 θ
− + = → − + = → = θ  θ θ 

 ∆T بـه ميـزان      BG است اگر دماي عضـو       α و ضريب انبساط حرارتي اعضاء       در خرپاي زير كه طول اعضاي افقي و قائم برابر             ـ 15
  كاهش يابد، دوران اين عضو چقدر خواهد بود؟

۱ (1 T
3

α 1) ۲   ساعتگرد∆ T
3

α    پادساعتگرد∆

۳ (1 T
6

α 1) ۴   ساعتگرد∆ T
6

α    پادساعتگرد∆

. است درست١گزينه   : حل
1الجهت  مطابق شكل نيروهاي موازي و مختلف. كنيم از روش كار مجازي استفاده مي

2 
كنيم و براي   اعمال ميG و Bهاي   را در گره

  :كنيم  از روش مقطع و نوشتن تعادل نيروها در راستاي قائم استفاده ميBGمحاسبه نيروي عضو 

A y y
1 1M 0 D 3 2 1 D

32
= → × = × = → = ↑∑  



y BG
2 21 1CDHG: F 0 n

2 2 32
= → + × =∑ 

BG
21 1n 2

3 2 6
 → = − = − 
   

))ساعتگرد( ) ( )BG i i i i BG BG
2 1 11 n T n T 2 T T T

6 3 3
′× φ = α ∆ = α −∆ = − × α × × −∆ = α ∆ → φ = α ∆∑   


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  ٣٧  سوالات

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

 ، در كدام گزينه صحيح ترسيم شده است؟ Bخط تأثير لنگر خمشي نقطه   ـ 16

1 (2 (

3 (4 (

. درست است٣گزينه   : حل
 مقدار ثابت B برابر واحد خواهد بود و لنگر آن حول نقطه Aگاه  العمل قائم تكيه  قرار بگيرد، عكسCBكه بار واحد در قسمت  زماني

1 AB×پس عرض خط تأثير در ناحيه . باشد  ميBCقابل ذكر . باشد  بايد مقدار ثابتي باشد، كه فقط گزينه سوم داراي چنين ويژگي مي
تواند بدون توجه به  ثير سازه ميأي رفتار سازه تحت اثر بار واحد قائم ندارد و خطوط تثيري روأ هيچ تBاست كه مفصل محوري واقع در 

  .اين مفصل محوري رسم شود

كدام گزينه نادرست است؟ . تير سرتاسري زير مفروض است  ـ 17

ton2اي با شدت یکنواخت  اگر بار گسترده) 1
m

L و طول 
2

. باشد  صفر میAگاه  العمل تکیه  ، قرار بگیرد، عکسDFدر ناحیه  

  . الزاویه است  ، یک مستطیل و یک مثلث قائمBCخط تأثیر برش در وسط ) 2
.  قرار بگیردEC در ناحیه ton 1باشد که بار متمرکز   وقتی به سمت پایین میFگاه  العمل تکیه عکس) 3
. صفر خواهد بودBگاه  العمل تکیه  قرار بگیرد، عکسCF در ناحیه ton 1اگر بار متمرکز ) 4
. درست است٤گزينه   : حل

: صورت زير است  بهAگاه  العمل تكيه در گزينه اول، خط تأثير عكس
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تحليل سازه ٣٨  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

  . شود  صفر ميAگاه  العمل تكيه  ، قرار بگيرد، عكسDFپس اگر بار در ناحيه 

. الزاويه تشكيل شده است باشد كه از يك مستطيل و يك مثلث قائم ياين صورت م  بهBCدر گزينه دوم، خط تأثير برش در وسط 

: باشد صورت زير مي  بهFگاه  العمل تكيه در گزينه سوم، خط تأثير عكس

ن  به سمت پاييFالعمل  باشد، عكس  ميECطرف بالا است و وقتي بار در ناحيه   بهFالعمل   باشد، عكسEFدر گزينه سوم اگر بار در ناحيه 
  . خواهد بود

. پس گزينه چهارم غلط است.  صفر شودBالعمل   باشد تا عكسDFدر گزينه چهارم، بار بايد در ناحيه 

  يك از خطوط تأثير تير زير صحيح نيست؟ كدام  ـ 18

۱(  ۲(  

۳(  ۴(  

. درست است٤گزينه   : حل
، B به ميزان واحد به طرف بالا و با توجه به پيوستگي شيب در محل مفصل برشي E اه گ با جابجايي تكيه.  صحيح نيستERخط تأثير 
  :آيد  يك واحد بالا ميBCDEشود كه تيردر قسمت  نتيجه مي
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  ٣٩  سوالات

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

  يك از خطوط تأثير زير صحيح نيست؟ كدام  ـ 19

۱(  ۲(  

۳(  ۴(  

. درست است١گزينه   : حل
شود و   جابجا نميB، سمت چپ مفصل برشي A گاه  با توجه به وجود  فنر انتقالي با جابجايي واحد تكيه. ست صحيح نيARخط تأثير 

  :صورت زير خواهد بود  بهARآيد و خط تأثير   نيز بالا ميBCچرخد كه با توجه به پيوستگي شيب  در مفصل برشي قسمت  فقط مي

 6ton برابـر    Cگاه    العمل تكيه   اگر حداكثر عكس  . كند  ، مطابق شكل سرتاسر سازة تير و تيرچه را طي مي          3Lل  اي به طو    بار گسترده   ـ 20
  باشد، مقدار عددي بار گسترده چقدر خواهد بود؟

۱ (2
L

  ۲ (3
2L

۳ (8
7L

۴ (9
7L

. درست است٣گزينه   : حل
صورت زير   در دستگاه تير و تيرچه بهCالعمل  يابي خط تأثير عكس صورت زير خواهد بود، كه با نقطه  در تير اصلي بهCگاه  خط تأثير تكيه

  :است
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تحليل سازه ٤٠  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

مساحتي كه بايد محاسبه .  قرار بگيرد تا بيشترين مساحت را از خط تأثير بپوشاندECبا توجه به خط تأثير رسم شده بار بايد در ناحيه 
  .شود در شكل زير رسم شده است

EE 1 5EE
5L 2L 2

′
′= ⇒ =

5 3L 21L1
2 2 4

 = + × = 
 

Sذوزنقه

( )max c
21L 24R q 6 q

4 21L
= × = ⇒ =

 كدام است؟ DE نيروي محوري عضو  حركت كند، خط تأثيرB تا Aاگر بار واحد قائم ، از   ـ 21

1 (2 (

3 (4 (

. درست است٢گزينه   : حل
:  قرار بگيرد، خواهيم داشتEاگر بار واحد قائم در نقطه 
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  ٤١  سوالات

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

DE) فشاري(
DE

F 1 F 2
1 2

2

= ⇒ =

 از خرپا DEحل ديگر مسأله اين است كه اگر عضو  راه.  صفر استDEها قرار گيرد، نيروي عضو   و يا بين آنC و Aهاي  اگر بار در گره
آيد كه در  دست مي هم نزديك شوند، در اثر اين جابجايي شكلي كه براي خرپا به  به ميزان واحد بهE و Dبرداشته شود و آنگاه دو گره 

  .  رسم شده است٢گزينه 

) چقدر است؟ Bدر قاب شكل زير، تغيير مكان قائم نقطه   ـ 22 )EI constant=

1 (
311PL

3EI

2 (
37PL

3EI

3 (
34PL

3EI

4 (
37PL

6EI

.  درست است١گزينه   : حل
: شود صورت مدل مي  اينگيرد و سازه به  تعلق ميBC به P تمام بار  بنابراينكند، رش تحمل نمي دو سر مفصل است بABعضو چون 

توان از تغيير طول فنر  سمت بالا مي گاه گيردار غلطكي به  در تكيهPبا قرار دادن بار . رسد  به فنر ميPدر مدل جديد سازه، تمام بار 
  : گيريم جلوگيري كرد و لذا مدل جديدي در نظر مي
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تحليل سازه ٤٢  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

 در Bتغيير مكان قائم . كند  مانند تير يكسر گيردار رفتار ميBCندارد و المان  حركتي Cگاه گيردار غلطكي   تكيه(I)عبارت ديگر در مدل  به
  : اين حالت برابر است با

( ) 3 3

B
P 2L 8PL
3 EI 3EI

δ = =
×

علت اين امر اين است كه تمام . آيند  مانند قطعه صلب رفتار كرده و تمام نقاط آن به يك ميزان به سمت پايين ميBC تير (II)در مدل 
  . باشد  تحت خمش و برش نميBCرسد و تير   به فنر خطي ميpنيروي 

  . آيد  نيز به ميزان فشردگي فنر پايين ميC است و C ، همان تغيير مكان نقطه Bتغيير مكان نقطه 
3P PL

K EI
δ = =

  فنرفنر

: در نهايت خواهيم داشت
3 3 38PL PL 11PL

3EI EI 3EI
= + Bفنر= B∆ = δ + δ

.) در تير ثابت استEI( كدام است؟ b ، خيز قائم تير در سمت راست مفصل برشي Vدر اثر اعمال نيروي قائم   ـ 23

۱ (
3VL

2EI

۲ (
33VL

2EI

۳ (
3VL

EI
  صفر) ۴

. درست است٢گزينه   : حل
نتيجه تحليل سازه در شكل روبرو . كنيم ه را تحليل ميابتدا ساز

  .آمده است

  .گيريم  را به طور جداگانه در نظر ميbcاكنون 
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  ٤٣  سوالات

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

y bF 0 V 0= → =∑
b bM 0 M VL= → =∑

  :گيريم اجازه دوران را از فنر پيچشي مي) در همين جهت بدست آمده (VLابتدا با اعمال لنگر 
2 3b

1
M L VLb

2EI 2EI
∆ =    مثل تيرطره=

)پس همين لنگر  )VLكنيم  را به فنر پيچشي در جهت ساعتگرد وارد مي:  
3c

2 c
M VLb L L
EI EI
L

∆ = θ = =

3

1 2
3VLb b b
2EI

∆ = ∆ + ∆ =

در قاب شكل زير، تغيير طول فنر چقدر است؟   ـ 24

1 (
38PL

33EI
2 (

32PL
3EI

3 (
34 PL

11 EI
4 (

3PL
11EI

. درست است٣گزينه   : حل
علت اين موضوع .  با هم برابر خواهد بودBC و AB در المان Bاگر مقطعي در نظر بگيريم، تغيير مكان . كند  ، برش را منتقل ميBانفصال 

  .  به يك اندازه تغيير مكان خواهند داشتB دو طرف انفصال اين است كه
saze118.co
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تحليل سازه ٤٤  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

P" نيروي �در مدل  F"−ي باز و بسته كردن  با استفاده از ايده. كند هاي ساعت در فنر پيچشي ايجاد مي ، گشتاوري در جهت عقربه
  : فنرها داريم

 مانند تير ABفنر پيچشي دوراني ندارد و المان ) ب(در مدل . قابل تبديل است) ج(و ) ب( است به دو مدل (I)ل مدل الف كه همان مد
  . كند يكسر گيردار رفتار مي

  :  برابر است باBحالت تغيير مكان نقطه  در اين
( ) 3

B1
P F L

3EI
−

δ =

)فنر پيچشي به ميزان  رفتاري صلب گونه دارد و دوراني در ABالمان ) ج(در مدل  )P F L
K

. شود  ، ايجاد ميA در نقطه −

: شود صورت محاسبه مي  به اينBنيز تغيير مكان ) ج(در حالت 
( )P F L

EI
L

−
=2B

A A
M,

L K

δ
θ = θ =

( )
2

3

B
P F L

EI
−

δ = ↓

: د، زيرارس  به فنر ميF، تمام نيروي (II)در مدل 

CM 0 F 2L R 2L 0 R F
+

= ⇒ × − × = ⇒ =∑O

3

3

B
R FL
K 2EI

δ = = ↓

:   داريمII و I در دو مدل Bبا برابر قرار دادن تغيير مكان 
( ) ( )

1 2 3

3 3 3

B B B
P F L P F L FL 8PF

3EI EI 2EI 11
− −

δ + δ = δ ⇒ + = ⇒ =

فنر

  فنر
  فنر
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  ٤٥  سوالات

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

:  داريم(II)با استفاده از مدل  

3

3 3

B B
8P L 4PL
11 2EI 11EI

∆ = δ = × =

)؟  كدام استDدر تير زير تغيير مكان گره   ـ 25 )EI const=

1 (27
EI

  2 (18
EI

3 (9
EI

  4 (3
EI

.  درست است١گزينه   : حل
در روش بار واحدي نيازي به . كنيم  رسم ميCDو  ABابتدا نمودار لنگر خمشي را در نواحي . كنيم از روش بار واحد مسأله را حل مي

EIزيرا . باشد ترسيم دياگرام لنگر در ناحيه صلب نمي →   . كند  ميل كرده و تلفيق دو دياگرام عبارت مربوطه را صفر مي∞

CM 2 3 6ton .m= − × = −

C B BM 0 V 3 2 3 0 V 2ton
+

= ⇒ × − × = ⇒ =∑O

: شود صورت زير رسم مي يز بهدياگرام بار واحد ن

[ ] [ ]V
D

3 3 272 6 3 2 6 3
6 2EI 6EI EI

∆ = × × + × × =
×
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تحليل سازه ٤٦  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

 كدام است؟ Cدر شكل مقابل خيز قائم نقطة   ـ 26
2ALI

6

 
=  

 
  

۱ (12PL
EA

۲ (10PL
EA

۳ (3PL
EA

۴ (6PL
EA

. درست است٤نه گزي  : حل
  :با استفاده از روش كار حقيقي داريم

2 2
c M NP dx L

2 2EI 2EA
∆

= +∑ ∑∫
( )2 2

c PL 2L1 P LP 2
2 2EI 3 2EA

×∆
= × + ×

2AL3 I
6

c c
2PL 2PL 6PL
3EI EA EA

=
⇒ ∆ = + →∆ =

 چقدر است؟ Aگاه  العمل قائم تكيه مقدار عكس  ـ 27

۱ (12M
17 L

۲ (16M
17 L

۳ (24 M
17 L

۴ (30M
17 L

. درست است٣گزينه   : حل
. رسد  ميBC و BA به Mكنيم كه چه ميزان از لنگر  در ابتدا مشخص مي

BA BC
4 2EI 8EI EIK , K

L L 2L
×

= = =

BA
BA

BA BC

8EI
K 16MLM M M

8EI EIK K 17
L 2L

= × = × =
+ +

گاه ساده وارد  لنگر متمركزي در تكيه» يكسر گيردار و يكسر ساده«ير دقت شود كه اگر در يك ت. صورت زير مدل كرد توان به  را ميABتير 
  . گاه گيردار نصف همان لنگر و در همان جهت خواهد بود شود، لنگر تكيه
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  ٤٧  سوالات

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

B A A
16M 8M 24 MM 0 R L 0 R

17 17 17 L

+
= ⇒ + − = ⇒ =∑P

)تغيير مكان فنر در اثر بارگذاري نشان داده شده، چقدر است؟    ـ 28 )EI const=

1 (
37PL

196EI
2 (

37 PL
25EI

3 (
314PL

89EI
4 (

37 PL
50EI

. درست است٣گزينه   : حل
  . است Rهدف محاسبة . كنيم ها مسأله را حل مي از ايدة باز و بسته كردن گره

  .تواند مانند مدل زير در نظر گرفته شود رد و مي حركت نداR  تحت بار منفرد B، گره (I)در مدل 

P 1 PLL 7P3 2 3R P
2 4L
3

+ ×
= + =

  :شود صورت زير محاسبه مي  به دليل اتصال موازي تير طره و فنر خطي بهB تغيير مكان (II) حركت نداشته و در مدل B گره Iدر مدل 

3

B

3 3

7P
R 14PL4

3EI EIK K 89EI
L2 L

3

= = =
+ +

 
 
 

∆
  تير     فنر  
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تحليل سازه ٤٨  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

3EIKكدام است؟  Aدر سازة مقابل لنگر در نقطة   ـ 29
Lθ

 = 
 

۱ (M  

۲ (M
2

۳ (M
3

  صفر ) ۴
. درست است٢گزينه   : حل

  : را به عنوان قيد اضافي در نظر بگيريم داريمBVاين سازه يك تير با يك درجه نامعيني است و اگر 

( ) ( )

( )

3 3

B L

2 3

B R

VLVL 2 VLL
3EI K 3 EI

ML VL
2EI 3EI

θ


∆ = + × =





∆ = −

  : داريمBدر ادامه با توجه به تساوي خيز راست و چپ 
3 2 3

A
2 VL ML VL 1 M MV M V L
3 EI 2EI 3EI 2 L 2

= − → = → = × =

 ثابت EI( كدام است؟ Aگاه  العمل قائم تكيه    عكس.  دوراني ندارد  C نشست قائم كرده و نقطة       ∆ به اندازة    Aگاه    در شكل مقابل تكيه     ـ 30
  .)ودش فرض مي

۱ (3
3EI

L
∆  ۲ (3

2EI
L

∆

۳ (3
EI
L

∆  ۴ (3
3 EI
2 L

∆

. درست است٤گزينه   : حل
  .گاه گيردار در نظر گرفت توان مانند يك تكيه  را ميC صفر شود، نقطة C اگر دوران 
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  ٤٩  سوالات

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

( ) ( )
3 3

B B
B BL R

V L V L
,

3EI 3EI
∆ = ∆ − ∆ =

( ) ( )
3 3

B B
B B BL R 3

V L V L 3 EIV
3EI 3EI 2 L

∆
∆ = ∆ → ∆ − = → =

y A B 3
3 EIF 0 R V
2 L

∆
= → = =∑

مزدوج تير ترسيم شده در كدام گزينه، صحيح نمايش داده شده است؟   ـ 31

1 (2 (

3 (4 (

. درست است٣گزينه   : حل
 كه فنر خطي داريم، دو طرف فنر خطي به ميزان cدر نقطه . دهيم  آن را نشان ميB∆δ اختلاف تغيير مكان داريم كه با Bدر نقطه 

باشد و لذا از يك مفصل خمشي و دو لنگر در دو طرف آن در  معلومي تغيير مكان دارند و اختلاف شيب در دو طرف فنر خطي موجود نمي
لي نداريم و لذا از همين انفصال در تير مزدوج  هيچ اختلاف تغيير مكان و يا اختلاف دوراني در تير اصDدر نقطه . بريم تير مزدوج بهره مي

گونه اختلاف لنگر و يا اختلاف برشي وجود داشته باشد كه انفصال محوري   در تير مزدوج نبايد هيچDدر حقيقت در نقطه . بريم بهره مي
  .آزاد اين خاصيت را دارد

2صورت    به، اگر انرژي حاصل از خمش       )الف(در تير شكل      ـ 32 2u aP bF= تغييـر  ) ب(كه در تير شكل       صورت براي اين     باشد، در اين   +

a برابر گردند، نسبت C و Bمكان قائم نقاط 
b

) باشد  با هم متفاوت ميCD و ABسختي خمشي عضوهاي ( چقدر بايد باشد؟ 

1 (1
2

  2 (2 

3 (1   4 (3
2
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تحليل سازه ٥٠  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

. درست است٢گزينه   : حل
ليانو مطابق قضيه دوم كاستي. كند ل نمي دو سر مفصل بوده و برشي تحمBCزيرا عضو . رسد  ميCD به F و بار AB به Pبار ) الف(در مدل 
  : داريم) الف(در تير 

3

B
u PL2aP I
P 3EI

∂
= δ ⇒ =

∂


( ) 3

C
F 2Lu 2bF II

F 3EI
∂

= δ ⇒ =
′∂


:  داريم(II) و (I)با تقسيم نظير به نظير دو رابطه 

a I
b 8I

′
=

. آورد وجود مي  بهC و Bهايي در   كه مانند تير دو سر ساده رفتار مي كند، مطابق شكل برشBC، المان )ب(در تير 

:  بايد برابر باشندC و Bمطابق صورت سوال تغيير مكان 

( ) 332 4L 2L I3 3 16
3EI 3EI I

′
= ⇒ =

′

Iجاي  اگر به
I
:  را قرار بدهيم، خواهيم داشت16ي بالا، عدد   در رابطه′

a 1 16 2
b 8

= × =

  .) براي اعضاء ثابت استL و EI( چقدر است؟ Bدر قاب مربعي مقابل، لنگر در نقطة   ـ 33

۱ (2 PL
8

۲ (2 PL
4

۳ (2 PL
2

۴ (2PL

  .  درست است١ گزينه   : حل
در اين سازه به علت . توان سازه را به صورت مقابل بررسي كرد مي

vتقارن،  v 0′= PN بوده و =
2

D بوده و = BM M=باشد  مي.  
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  ٥١  سوالات

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

  :پردازيم   ميAB روي عضو B از نقطة xاي به فاصلة  حال به محاسبة لنگر در نقطه

B B
P 2PM M cos 45 x M x
2 4

= − × = −

ليانوكاستيقضيه دوم    :  BM لنگر داخلي  
L

B

B 0

du dx
Mu 0 4 0

M EI
∂∂

⇒ = ⇒ =
∂ ∫  

L

B
2

B

0

2M Px 1 dx
4 20 M x Px 0

EI 8

 
− × ×  

  = ⇒ − =∫ 2
B B

2 2M L PL M PL
8 8

⇒ = ⇒ =

  .) ثابت فرض شودEI( كدام است؟ Dدر سازة مقابل تغيير مكان افقي نقطة   ـ 34

۱ (
33 PL

2 EI
۲ (

39 PL
8 EI

۳ (
32 PL

3 EI
۴ (

38 PL
9 EI

. درست است١گزينه   : حل
 صفر بوده و با توجه به عدم B، شيب )١سازة (در سازة متقارن . توان به مجموع دو سازة متقارن و پادمتقارن تبديل كرد اين سازه را مي

  :با بارگذاري پادمتقارن داريم) ٢(در سازة .  صفر استD، تغيير مكان BDبارگذاري بر روي 

B
BA BC

M M ML
3EI 3EIK K 2EI
3L 3L

θ = = =
+ +

  )٢(سازة : 

( ) 22 3

D B DB
PL LML 3 ML 3 3 PLL 3L

2EI 2 EI 2 EI 2 EI
∆ = θ × = × = = =
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تحليل سازه ٥٢  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

  باشد؟  چقدر ميCگاه  العمل تكيه عكس  ـ 35
  صفر) ۱
۲ (0.25 ton

۳ (0.5 ton  
۴ (1ton  

.  درست است٣گزينه   : حل
گاه غلطكي بهره برد و لذا مدل ساده شدة تير به   تكيه ازBگاه  توان در تكيه باشد و لذا مي تير مورد بحث داراي تقارن محوري معكوس مي

  .باشد صورت مي اين

C
2 1R ton
4 2

= =

  .)باشند هاي محوري مي اعضاي قاب فاقد تغيير شكل(درجة آزادي دوراني و انتقالي سازة زير كدام است؟   ـ 36
۱ (3 , 5  
۲ (4 , 5

۳ (3 , 4

۴ (4 , 4  

. درست است١گزينه   : حل
).  درجه آزادي دوراني دارد5سازه  )L RB C D D F, , , ,θ θ θ θ θ

 اعضاي فاقد تغيير  و تعداد1گاهي سازه برابر  هاي تكيه ، تعداد تغيير مكان4گاهي سازه برابر  هاي غيرتكيه باتوجه به هندسه سازه، تعداد گره
  : است و داريم6شكل محوري سازه برابر 

1D 2M N P 2 4 1 6 3= + − = × + − = ، M 4, N 1, P 6= = =

  درجه آزادي دوراني در روش شيب افت براي سازة مقابل كدام است؟  ـ 37
۱ (6

۲ (7

۳ (8

۴ (9
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  ٥٣  سوالات

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………

. درست است٢گزينه   : حل
 C و E ،Dهاي  در گره). چرا؟(توان فنرهاي دوراني را در نظر نگرفت  رجة آزادي دوراني ميابتدا بايد دقت شود كه براي به دست آوردن د

  . درجه آزادي دوراني دارد7 دو درجه آزادي دوراني موجود بوده و سازه در مجموع B و Fيك درجه آزادي دوراني و در نقاط هريك از نقاط 

   كدام است؟CDصورت چرخش محور عضو  باشد در اينφابر  برABبا توجه به روش شيب و افت، اگر چرخش محور عضو   ـ 38
۱ (φ

۲ (1
4

φ

۳ (1
2

φ

۴ (1
8

φ

. درست است١گزينه   : حل

AB L
∆

ψ = = φ

CD
sin
2L L

∆
∆αψ = = = φ

 و  ∆Aاي بـين   چه رابطه . اند   قرار گرفته  ∆C و   ∆Aگاهي قائم به ميزان   هاي تكيه    تحت اثر نشست   C و   Aهاي    گاه  در قاب زير تكيه     ـ 39

C∆ تا ستون  برقرار باشدBDبه خمش نيفتد؟   

۱ (A C2∆ = ∆

۲ (C A2∆ = ∆

۳ (A C4∆ = ∆

۴ (C A4∆ = ∆
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تحليل سازه ٥٤  

: يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

. درست است٢گزينه   : حل
 هر دو صفر Bθ و هم BDMريم كه هم نويسيم و توجه دا  تعادل لنگر را ميBبا استفاده از معادلات شيب ـ افت اصلاح شده در گره 

  .هستند
A

BA B A2
3EI 3EI 3EIM 0

∆∆   = θ − = + = ∆          

C
BC B C2

3EI 3 2EI 3EIM 0
2 2 2

∆ ′ ∆ × = θ − = − = − ∆    ′ ′       

BA BD BC A C A C2 2

C A

3EI 3EI 1B: M 0 M M M 0 0 0
22

2

= → + + = → ∆ − ∆ = → ∆ − ∆ =

→ ∆ = ∆

∑  

Cگاهي  در سازة روبرو، در اثر نشست تكيه  ـ 40 3 cm∆ گاه چند راديان است؟ ر اين تكيه، شيب ايجاد شده د=

۱ (( )22 10 rad−×  
۲ (( )210 rad−  
۳ (( )26 10 rad−×  
۴ (( )21.4 10 rad−×  

.  درست است٣گزينه   : حل
گاه غلطكي بهره برد و لذا مدل ساده شدة تير به  كيه از تBگاه  توان در تكيه باشد و لذا مي تير مورد بحث داراي تقارن محوري معكوس مي

  .باشد صورت مي اين

C
2 1R ton
4 2

= =

.  درست است٤گزينه   : حل
AB BC BD

BA BC BD B A B B D
3 32EI 3EI 2EIM M M 0 2 2 0

2 2 3 3 2 2
∆ ∆ ∆     

+ + = → θ + θ − + θ − + θ + θ − =     
    

  : صفر است، داريم∆BC و ∆ABكه  با توجه به اين.  از رابطه شيب افت اصلاح شده استفاده شده استBCMدر رابطه بالا براي 
3

B B
0.035 0 2 10 rad

3
−θ − = → θ = ×

BC
CB C B

32EIM 0 2 0
2 3

∆ 
= → θ + θ − = 

 

( )3 3 2
C C2 2 10 30 10 0 1.4 10 rad− − −→ θ + × − × = → θ = ×
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